
کوانتوم اطلاعات در شباهت و فاصله معیارهای

شریف صنعت اه دانش ‐ فیزی ده دانش پور‐ کریم وحید

١۴٠٢ آذر ٢٢

مقدمه ١

ی روی که هستند مثبت رهایی عمل نیز ناخالص کوانتوم های حالت هستند. هیلبرت فضای ی در بردارهایی خالص کوانتوم های حالت

که آنچه اساس بر را آنها بین شباهت چنین هم و ناخالص یا خالص های حالت این بین فاصله توانیم م بنابراین کنند. م عمل هیلبرت فضای

عملیات معنای از مقصود نه؟ یا دارند نیز ١ عملیات معنای ها فاصله این آیا که است این اصل سوال اما کنیم، تعریف ایم دیده گذشته بخش در

کوانتوم حالت ی اه هیچ ما باشد. داشته فیزی مشخص معنای بایست م تعریف آن آزمایش و فیزی نظر از که است این تعریف ی

بدست کوانتوم حالت ی روی مختلف های گیری اندازه از که است آماری کنیم م مشاهده که آنچه ه بل کنیم، نم مشاهده اه آزمایش در را

نزدی هم به نیز کنند م تولید اه آزمایش در که آماری باشند، هم به نزدی کوانتوم حالت دو اگر که داریم انتظار ر. دی چیزی نه و آوریم م

نیست. چنین که رسد م نظر به اند؟ نزدی هم به نیز حالت دو آن کنند، تولید سان ی آماری کوانتوم حالت دو اگر که گفت توان م آیا باشند.

ناخالص کاملا حالت ی اگر مثال عنوان به

ρ =
1

2
(|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|) (١)

مثل خالص حال ی و

|+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩) (٢)

Operational Meaning١

١



اندازه نوع بنابراین متمایزند. هم از کاملا حالت دو این آنکه حال و کنند م تولید سان ی دقیقا آماری دو هر کنیم گیری اندازه محاسبات پایه در

موثر کنیم م آنها فاصله به نسبت ما که قضاوت در و کنند م تولید اه آزمایش در که آماری در نیز دهیم م انجام حالت دو روی که ای گیری

تعریف بایست م کنیم، ارائه کوانتوم های حالت نزدی یا دوری برای عملیات تعریف که این از قبل که دهد م نشان ها این همه است.

برای عملیات تعاریف ونه چ که است این درس این اصل سوال بنابراین کنیم. پیدا کلاسی احتمال توزیع توابع نزدی یا دوری برای عملیات

و بپرسیم نیز ری دی های سوال که آموخت خواهد ما به سوالات این یاس کنیم. پیدا کوانتوم های حالت برای چنین هم و احتمال توزیع توابع

مثل: سوالات دهیم،  پاس آنها به کنیم سع

شود؟ م تعریف ونه چ σ و ρ مثل آمیخته حالت دو فاصله و شباهت ‐

شود؟ م تعریف ونه چ Λ2 و Λ1 مثل کوانتوم کانال دو بین فاصله و شباهت ‐

دارند؟ هم به نسبت هایی مزیت چه ها فاصله این صورت این در کرد؟ تعریف گوناگون های فاصله توان م یا تاست ی فاصله تعاریف این آیا ‐

حالت (بین کوانتوم حوزه در هم و احتمال) توزیع توابع (بین کلاسی حوزه در هم شباهت و فاصله مفهوم از مختلف تعاریف درس این در

کرد. خواهیم ارائه ( کوانتوم های

احتمال توزیع تابع دو بین فاصله ٢

تابع دو این توانید م مثلا تاس. مهره ی روی احتمالات دو مثل باشند،  تصادف متغیر ی روی احتمال توزیع تابع دو q و p که کنید فرض

یرید؛ ب نظر در زیر صورت به را احتمال
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صورت به نیز را تابع دو این تفاوت ری دی تابع دو هر مثل توانیم م اول نگاه در است؟ چقدر توزیع تابع دو این اختلاف که پرسیم م خود از

کنیم تعریف زیر

d(p, q) =

6∑
x=1

|px − qx|2. (۴)

تر کل صورت به یا

da(p, q) = (

6∑
x=1

|px − qx|α)
1
a , a ≥ 1. (۵)

تصادف متغیر ی برای که است زیر فاصله آن و دارد عملیات معنای که آنهاست از ی تنها اما اند درست ریاض نظر از ها تعریف این همه

است: چنین دلخواه

D(p, q) =
1

2

∑
x

|px − qx|. (۶)

اختیار تواند م تصادف متغیر که را ن مم مقادیر همه یعن تصادف متغیر نمونه فضای است. تصادف متغیر مقادیر تمام روی جم آن در که

آید: م در زیر ل ش به بالا رابطه یرد، ب خود به پیوسته مقادیر متغیرتصادف هرگاه دهیم. م نشان X با کند

D(p, q) =
1

2

∫
dx|p(x)− q(x)|. (٧)

کند. م تعریف احتمال توزیع توابع بین را فاصله یا متری ی واقعا است شده تعریف ترتیب این به که ای رابطه

است: زیر خواص دارای D(p, q) فاصله که دهید نشان تمرین:  n

0 ≤ D(p, q) ≤ 1,

D(p, q) = 0 ↔ p = q,

D(p, q) = D(q, p),

D(p, q) ≤ D(p, r) +D(r, q). (٨)

باشد. ی با برابر آنها فاصله که بزنید مثال توزیع تابع دو یرید. ب نظر در را تاس مهره ی تمرین:  n

را فاصله توانیم م مثلا دارد؟ کنیم آن زین جای توانستیم م که ری دی متعدد تعاریف بر مزیت چه دارد؟ خصوصیت چه فاصله از تعریف این

این که دهیم نشان خواهیم م جا این در نبریم. کار به را 1/2 ضریب توانستیم م یا کنیم. تعریف D′(p, q) :=
∑
x(Px − qx)

2 صورت به

٣



نظریه در یرید. ب نظر در را S ⊂ X مثل تصادف متغیر مقادیر از مجموعه زیر ی دارد. خوب خیل شهودی و فیزی معنای ی تعریف

احتمال این q و کند م بین پیش چقدر را S وقوع احتمال p که پرسیم م خود از گوییم. م Event یا واقعه ی S به اصطلاحا احتمالات

که باشیم داشته یاد به است؟ چقدر آنها های بین پیش تفاوت و کند م بین پیش چقدر را وقوع

p(S) =
∑
x∈S

px, q(S) =
∑
x∈S

qx. (٩)

نم حوادث نوع این روی از . p(S) = q(S) یعن باشد سان ی آنها بین پیش است ن مم ( X های مجموعه زیر (یعن حوادث از بعض برای

بیشترین که این یا و دارد تفاوت چقدر آنها بین پیش میانگین طور به گفت توان م کرد. قضاوت احتمال توزیع تابع دو این تفاوت باره در توان

را اختلاف بیشترین حادثه ان برای احتمال توزیع تابع دو این بین پیش که یریم ب نظر در را ای حادثه آن اینکه یعن است؟ چقدر آنها تفاوت

شود: م بیان زیر قضیه در امر این است. دوم معیار این بر مبتن است شده ارائه بالا در که تعریف باشد. داشته

کند: م صدق زیر رابطه در توزیع تابع دو فاصله قضیه:  n

D(p, q) = maxS⊂X |p(S)− q(S)|, (١٠)

آن در که

|P (S)− q(S)| = |
∑
x∈S

(px − qx)| (١١)

است. S حادثه برای q و p بین پیش تفاوت

که قسم به دارد وجود نیز S∗ مثل خاص مجموعه زیر ی حداقل که کند م بیان نامساوی این واق در

D(p, q) = |p(S∗)− q(S∗)|, (١٢)

که است این بالا قضیه معنای و

D(p, q) ≥ |p(S)− q(S)| ∀ S ⊂ X. (١٣)
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پیشامد دهد. نم نشان را توزیع تابع دو تفاوت S1 پیشامدِ یا زیرمجموعه ایم. گرفته توزیع تابع مقدار معنای به را رنگ ها ل ش این در :١ ل ش

پیشامدهاست. تمام روی آنها بین پیش اختلاف بیشترین توزیع تابع دو بین فاصله دهد. م نشان را توزیع تابع دو تفاوت S2

S∗ مثل خاص مجموعه زیر ی که دهیم نشان سپس و کنیم ثابت را ١٣ رابطه باید ابتدا کنیم، ثابت را موضوع این که این برای اثبات: n

دهیم: م قرار ١٣ رابطه اثبات برای شود. م برقرار ١٢ رابطه که نحوی به دارد جود و

|p(S)− q(S)| = |
∑
x∈S

(px − qx)| =
1

2
|
∑
x∈S

(px − qx)|+
1

2
|
∑
x∈S

(px − qx)|. (١۴)

اینکه به توجه با یعن هستند، بهنجار احتمال توزیع تابع هردو که براین بنا که کنیم م دقت اما

∑
x∈S

px +
∑

x∈X−S
px = 1,

∑
x∈S

qx +
∑

x∈X−S
qx = 1, (١۵)

۵
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که است ای ناحیه همان ناحیه این است. بزرگتر ری دی از توزیع توابع از ی آن در که دهد م نشان را ای محدوده پررنگ قسمت :٢ ل ش

دهد. م نشان را توزیع تابع دو تفاوت نحوی بهترین به آن احتمال گیری اندازه

که گیریم م نتیجه

∑
x∈S

(px − qx) =
∑

x∈X−S
(qx − px). (١۶)

داشت خواهیم بنابراین

|p(S)− q(S)| =
1

2
|
∑
x∈S

(px − qx)|+
1

2
|
∑

x∈X−S
(px − qx)|

≤ 1

2

∑
x∈S

|(px − qx)|+
1

2

∑
x∈X−S

|(px − qx)| =
∑
x∈X

|px − qx| = D(p, q). (١٧)

نشان را ١٣ نامساوی ترتیب این به ایم. کرده استفاده |a + b| ≤ |a| + |b| یعن اعداد، برای مثلث نامساوی از دوم خط در آن در که

١٢ رابطه آن ازای به که دارد وجود S∗ مثل خاص پیشامد ی اصطلاح به یا خاص مجموعه ی واقعا که دهیم نشان باید حال دادیم.

۶



کنیم: م تعریف زیر صورت به را S∗ مجموعه شود. م برقرار

S∗ := {x ∈ X, px ≥ qx}. (١٨)

داشت: خواهیم نتیجه در

X − S∗ = {x ∈ X, px < qx}. (١٩)

داشت: خواهیم قبل روابط به توجه با حال

D(p, q) =
1

2

∑
x∈X

|px − qx|

=
1

2

∑
x∈S∗

|px − qx|+
1

2

∑
x∈X−S∗

|px − qx|

=
1

2

∑
x∈S∗

(px − qx) +
1

2

∑
x∈X−S∗

(qx − px)

=
1

2

∑
x∈S∗

(px − qx) +
1

2

∑
x∈S∗

(px − qx)

=
∑
x∈S∗

(px − qx) = |
∑
x∈S∗

(px − qx)| = |p(S∗)− q(S∗)|. (٢٠)

یرید: ب نظر در زیر توزیع توابع با مختلف تاس مهره دو تمرین:  n

{P1 =
2

12
, P2 =

1

12
, P3 =

3

12
, P4 =

1

12
, P5 =

3

12
, P6 =

2

12
}

{Q1 =
1

12
, Q2 =

5

12
, Q3 =

3

2
, Q4 =

1

12
, Q5 =

1

12
, Q6 =

1

12
} (٢١)

کنید. حساب را توزیع تابع دو این فاصله الف: 

آورید. بدست توزیع تابع دو این برای را S∗ مجموعه ب:

هستند؟ تمیز غیرقابل توزیع تابع دو این ها مجموعه کدام برای پ: 

٧



احتمال توزیع تابع دو بین فاصله خواص ٢ . ١

نظر از است. آن قوی تحدب خاصیت دارد فاصله این که خاصیت مهمترین کنیم. م مطالعه را توزیع تابع دو بین فاصله خواص بخش این در

م تر کم ر دی دلخواه توزیع ی با اش فاصله آوریم م بدست که توزیع کنیم، مخلوط هم با را احتمال توزیع تابع دو اگر که دانیم م شهودی

است: موضوع این کننده بیان زیر قضیه شود. م رنگ کم شدن مخلوط این در توزیع تابع دو از کدام هر مشخصه های ویژگ زیرا شود

آنگاه باشند توزیع توابع p2 و p1 ، q اگر که معنا این به است مقعر تابع ی توزیع تابع دو فاصله قضیه: n

D(λp1 + (1− λ)p2, q) ≤ λD(p1, q) + (1− λ)D(p2, q). (٢٢)

توزیع تابع ی از را ها آن فاصله احتمال توزیع توابع کردن مخلوط که گوید م رابطه این بنویسیم. فارس زبان به را قضیه معنای که بهتراست

کند. م تر شبیه هم به را ها آن و کند م کم ر دی

بنویسیم: توانیم م فاصله تعریف از استفاده با اثبات:  n

D(λp1 + (1− λ)p2, q) =
1

2

∑
x

|λp1,x + (1− λ)p2,x − qx|

=
1

2

∑
x

|λp1,x + (1− λ)p2,x − (λ+ (1− λ))qx|

=
1

2

∑
x

|λ(p1,x − qx) + (1− λ)(p2,x − qx)|. (٢٣)

دلخواه عدد دو هر ازای به آن مبنای بر که کنیم م استفاده مثلث نامساوی از رابطه آخرین راست طرف در حال

|a+ b| ≤ |a|+ |b|. (٢۴)

داشت:  خواهیم نتیجه در

D(λp1 + (1− λ)p2, q) ≤ λ
1

2

∑
x

|p1,x − qx|+ (1− λ)
1

2

∑
x

|p2,x − qx|

= λD(p1, q) + (1− λ)D(p2, q). (٢۵)

شود. م کامل قضیه اثبات ترتیب این به

بنویسیم: توانیم م اید، کرده حل ی شماره ضمیمه در که تمرین از استفاده با حال

D(
∑
α

λαPα, Q) ≤
∑
α

λαD(Pα, Q). (٢۶)
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که هست نیز قوی تقعر خاصیت ی دارای فاصله تابع ما ایم. داده نشان توزیع توابع از ی تنها به نسبت را فاصله تقعر خاصیت کنون تا

و {λi} که کنید فرض چنین هم باشند. تصادف متغیر ی روی دلخواه توزیع تابع رشته دو qi و pi که کنید فرض شود: م بیان زیر صورت به

µ := {µi} و λ := {λi} های رشته از هرکدام که کنید دقت باشد. ١ با برابر تنهایی به هرکدام مجموع که باشند مثبت اعداد رشته دو نیز {µi}

که دانیم م صورت دراین گرفت. نظر در احتمال گسسته توزیع تابع ی صورت به نیز را

P :=
∑
i

λαPα, Q :=
∑
α

µαQα, (٢٧)

قضیه صورت این در هستند. qi و pi توزیع توابع محدب جم کدام هر توزیع تابع دو این که کنید دقت بود. خواهند احتمال توزیع تابع دو نیز

است: برقرار زیر

قضیه:  n

D(
∑
α

λαPα,
∑
α

µαQα) ≤ D(λ, µ) +
∑
α

λαD(Pα, Qα). (٢٨)

است. µ و λ توزیع تابع فاصله D(λ, µ) آن در که

اثبات:  n

روابط به هستند، مثبت ها λα و ها µα اینکه به توجه چنین هم و مثلث نامساوی از استفاده و مناسب جمله ی کردن کم و کردن اضافه با

رسیم. م زیر

D(
∑
α

λαPα,
∑
α

µαQα)

=
1

2

∑
i

|
∑
α

λαpα,i −
∑
α

µαqα,i|

=
1

2

∑
i

|
∑
α

(λα − µα)pα,i + µα(pα,i − qα,i)|

≤ 1

2

∑
i

∑
α

|λα − µα|pα,i +
1

2

∑
i

∑
α

µα|pα,i − qα,i|

=
1

2

∑
α

|λα − µα|+
1

2

∑
α

µαD(Pα, Qα). (٢٩)

ایم. کرده استفاده
∑
i pα,i = 1 که این از نیز سطر آخرین در

٩



کنیم: م توجه کل قضیه این از خاص حالت چند به

داشت: خواهیم صورت دراین . λi = µi و qi = q که کنید فرض ٩ رابطه در : ی نتیجه n

D(
∑
i

λipi, q) ≤
∑
i

λiD(pi, q). (٣٠)

دارد. تحدب خاصیت هایش آرگومان از هرکدام به نسبت فاصله که است این معنایش که

داشت: خواهیم صورت این در . λi = µi که کنید فرض ٩ رابطه در دو: نتیجه n

D(
∑
i

λipi,
∑
i

λiqi) ≤
∑
i

λiD(pi, qi). (٣١)

تقعر: و تحدب روابط اهمیت ٣

متغیر ی دارای تواند م تابع این متغیرهای فضای کنیم. حساب را پیچیده تابع ی ماکزیمیم یا نیمم م نقطه خواهیم م موارد از بسیاری در

مقعر یا محدب تابع ی نظر مورد تابع اگر مسایل چنین در باشد. ها ماتریس یا توابع از ای مجموعه تواند م فضا این حت یا باشد متغیر چند یا

آوریم. بدست نقاط این باره در مه بسیار اطلاعات توانیم م بلافاصله باشد،

اختیار مجموعه حدی یا انتهایی نقاط در را هایش نیمم م حتما محدب، تابع ی که است معلوم (٣) ل ش به کردن نگاه با و شهودی نظر از

بفهمیم را گزاره این تر دقیق معنای اینکه برای کند. م انتخاب مجموعه حدی نقاط در را اش ماکزیمم مقدار مقعر، تابع ی چنین هم کند. م

کنیم. تعریف محدب مجموعه ی در را ٢ حدی نقطه مفهوم باید نخست

محدب مجموع صورت به را آن نتوانیم گاه هر شود م نامیده حدی نقطه x ∈ S نقطه مثل نقطه، ی محدب، مجموعه ی در [ تعریف: n

x = λy+(1−λ)z y, z ∈ S صورت به را آن نتوان اگر است حدی نقطه ی x بهتر عبارت به نوشت. مجموعه همان داخل از نقطه دو

ac و ab خطهای پاره داخل نقاط جمله از نقاط بقیه ول هستند. حدی نقاط bc کمان نقاط تمام و a, b, c نقاط (۴) ل ش در نوشت.

شود. م داده نشان ل ش این در که طور همان دارد، فرق مرزی نقطه با حدی نقطه که کنید دقت نیستند. حدی نقطه

extreme point٢

١٠



a b

حدی نقاط در را خود های ماکزیمم نیز مقعر تابع ی کند. م انتخاب حدی نقاط در را خود های نیمم م حتما محدب تابع ی :٣ ل ش

کند. م انتخاب

a b

c

است. شده داده متن در حدی نقاط توضیح آن. حدی نقاط و محدب مجموعه ی :۴ ل ش

بپردازیم. زیر قضیه به توانیم م تعریف این از پس

کند. م اختیار حدی نقاط در را خود های نیمم م حتما باشد، شده تعریف محدب مجموعه ی روی که محدب تابع ی قضیه: n

خود نیمم م و باشد شده تعریف S محدب مجموعه روی F : S −→ R تابع که کنید فرض کنیم. م استفاده خلف برهان از اثبات: n

حدی نقاط ها yi آن در که گیریم م نظر در x =
∑
i λiyi صورت به را غیرحدی نقطه این باشد. کرده اختیار حدی غیر نقطه ی در را

١١



نویسیم: م است محدب تابع چون صورت این در باشند.

F (x) ≡ F (
∑
i

λiyi) ≥
∑
i

λiF (yi) ≥ (
∑
i

λi)F (y0) = F (y0) (٣٢)

ترتیب این به .F (y0) < F (yi) ∀ i یعن است، داشته را مقدار کمترین بالا راست طرف جم در که است بوده ای نقطه y0 آن در که

شود. م ثابت م ح ترتیب این به است. x نقطه در تابع مقدار از کمتر آنجا در مقدارش F تابع که ایم کرده پیدا حدی ای نقطه

روش از توان م عددی های روش با تابع ماکزیمم یافتن برای که است این آن و دارد هم ر دی مهم فایده ی تابع بودن محدب این، بر علاوه

که: معنا این به است درست مقعر توابع برای نیز قضیه این شبیه کرد. استفاده ٣ گرادیان شیب

برای کند. م اختیار حدی نقاط در را خود های ماکزیمم حتما باشد، شده تعریف محدب مجموعه ی روی که مقعر تابع ی قضیه: n

کرد. استفاده گرادیان شیب روش از توان م نیز تابع نیمم م یافتن

فاصله روی آنها اثر و استوکاستی تبدیلات ٣ . ١

احتمال های توزیع به را آنها و دهد م رخ احتمال های توزیع روی که است تبدیل مارکوف تبدیل ی بهتر عبارت به یا استوکاستی تبدیل ی

است: زیر ل ش به تبدیل چنین کند. م تبدیل ر دی

q = Tp (٣٣)

بود: خواهد زیر صورت به بنویسیم ماتریس ل ش به را آن وقت که

q1

q2

·

·

qN


=



T11 T12 · · T1N

T21 T22 · · T2N

· · · · ·

· · · · ·

TN1 TN2 · · TNN





p1

p2

·

·

pN


(٣۴)

Gradient Descent٣
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نگاشته مثبت اعداد به هستند) مثبت اعداد (که احتمالات که است این برای اول که کند صدق زیر اصل شرط دو در بایست م ماتریس چنین

بماند باق ی با برابر همواره احتمالات مجموع که است این برای هم دوم و شوند

Tij ≥ 0
∑
i

Tij = 1 ∀ i. (٣۵)

از هستند. کوانتوم های کانال کلاسی آنالوگ تبدیلات این شوند. م نامیده ۴ استوکاستی یا ای کاتوره های ماتریس های ماتریس چنین

یعن است، ی با برابر نیز آنها سطر هر روی های درایه مجموع که هستند ها ماتریس از خاص دسته میان این

∑
j

Tij = 1 ∀ j. (٣۶)

نگارند م نواخت ی توزیع تابع به را نواخت ی توزیع تابع که هستند خاصیت این دارای شوند م نامیده ۵ دوگانه استوکاستی که ها ماتریس این

مورد در که است خاصیت همان این و کند م کم را احتمال توزیع توابع بین فاصله استوکاستی تبدیل هر هستند. یونیتال های کانال آنالوگ و

که دهیم نشان خواهیم م بنابراین دیدیم. نیز کوانتوم های کانال

است: برقرار زیر رابطه T استوکاستی ماتریس هر ازای به قضیه: n

d(Tp, Tq) ≤ d(p,q). (٣٧)

ها Tij بودن مثبت و |a+ b| ≤ |a|+ |b| مثلث نامساوی از سپس و نویسم م را اول سطر و کنیم م استفاده فاصله تعریف از اثبات: n

بریم: م بهره آخر سطر در (٣۶) رابطه از سرانجام و کنیم م استفاده دوم سطر در

d(Tp, Tq) =
1

2

∑
i

|T (p− q)i| =
1

2

∑
i

|
∑
j

Tij(pj − qj)|

≤ 1

2

∑
i

∑
j

|Tij(pj − qj)| =
1

2

∑
i

∑
j

Tij |(pj − qj)|

=
1

2

∑
j

(
∑
i

Tij)|(pj − qj)| =
1

2

∑
j

|(pj − qj)| = d(p,q). (٣٨)

Stochastic Matrices۴

Bi-Stochastic۵

١٣



ل ش به ای کاتوره ماتریس سه تمرین: n

T =
1

N

∑
i,j

|i⟩⟨j| , P = |1⟩⟨2|+ |2⟩⟨1|+
∑
i ̸=1,2

|i⟩⟨i| , I =
∑
i

|i⟩⟨i|

کنید. حساب هم با را آنها از جفت هر فاصله و یرید ب نظر در را

احتمال توزیع تابع دو شباهت ۴

شود: م تعریف زیر صورت به که پردازیم م احتمال توزیع تابع دو شباهت معرف به حال

F (p, q) :=
∑
x

√
pxqx (٣٩)

آید: م در زیر ل ش به پیوسته تصادف متغیرهای برای که

F (p, q) :=

∫
dx
√
p(x)q(x). (۴٠)

صورت به را احتمال توزیع تابع دو شباهت چرا کنیم فکر است ن مم

F2(p, q) =
∑
x

pxqx (۴١)

ملاک ی آنکه حال و شود نم ی برابر خودش با احتمال توزیع تابع هر شباهت صورت این در که است این اش دلیل ی ایم. نکرده تعریف

کنید. حل را زیر تمرین بیشتر، و بهتر فهم برای کند. برابر ی با را شباهت این مقدار همواره بایست م شباهت

اند: شده تعریف تایی N مجموعه ی روی که یرید ب نظر در را زیر توزیع توابع تمرین: n

P1 = (1, 0, 0, 0 · · · 0)

P2 =
1

2
(1, 1, 0, 0 · · · 0)

P3 =
1

3
(1, 1, 1, 0 · · · 0)

١۴



........

........ (۴٢)

.F2 شباهت تابع برای هم بار ی و F شباهت تابع برای بار ی آورید، بدست خودش با را توابع این از کدام هر شباهت الف:

آورید: بدست نیز را زیر های فاصله ب:

d(Pk, Pk+1). (۴٣)

دارد: را زیر های خاصیت احتمال توزیع تابع دو شباهت

F (p, q) = F (q, p),

F (p, q) = 1 ↔ p = q,

0 ≤ F (p, q) ≤ 1. (۴۴)

کنید.) استفاده مناسب بردار دو برای ‐شوارتز کوش نامساوی از (راهنمایی: کنید. ثابت را بالا خواص : تمرین n

م مشخص خود به مخصوص معیار انحراف و میانگین مقدار ی با هرکدام که را متغیره ی گاووس توزیع تابع دو شباهت : تمرین n

کنید. محاسبه شوند

شباهت تابع برای تحدب خواص ١ . ۴

کنیم م ثابت بخش این در است. ( کمینه دارای تابع ی (یعن Convex down پایین به رو محدب فاصله تابع که کردیم ثابت قبل بخش در

است. بیشینه) دارای تابع ی (یعن Convex up بالا به رو محدب تابع ی شباهت تابع که

١۵



یعن است محدب تابع ی تابع این که دید توان م براحت f(x) =
√
x تابع ل ش روی از n

√
λx+ (1− λ)y ≥ λ

√
x+ (1− λ)

√
y.

که شود م معلوم تعریف این از استفاده با

F (λp1 + (1− λ)p2, q) ≥ λF (p1, q) + (1− λ)F (p2, q). (۴۵)

این کند. م زیاد مشخص توزیع تابع ی با را آنها شباهت احتمال های توزیع کردن مخلوط که است این رابطه این معنای شهودی نظر از

ایده و است مشابه کاملا آن کل اثبات . کنیم م ثابت و بیان را خاصیت این ساده حالت نخست است. برقرار نیز تری کل ل ش به خاصیت

ندارد. بر در جدیدی

صورت این در هستند. ی و صفر بین مثبت اعداد µ و λ پارامترهای و هستند احتمال توزیع توابع q2 و p1, p2, q1 که کنید فرض قضیه: n

است: برقرار زیر نامساوی

F (λp1 + (1− λ)p2, µq1 + (1− µ)q2) ≥
√
λµF (p1, q1) +

√
(1− λ)(1− µ)F (p2, q2) (۴۶)

شود. م (۴۵) رابطه به تبدیل رابطه این µ = λ و صورت این در q1 = q2 دهیم قرار رابطه این در هرگاه

کنید. حل را زیر تمرین که است کاف قضیه این اثبات برای

کنید: ثابت را زیر نامساوی هستند. مثبت اعداد d و a, b, c اعداد که کنید فرض الف:  تمرین: n

√
[λa+ (1− λ)b][µc+ (1− µ)d] ≥

√
λµ

√
ac+

√
(1− λ)(1− µ)

√
bd. (۴٧)

کنید. مقایسه باهم را طرفین مجذور راهنمایی:

است. برقرار (۴۶) رابطه که دهید نشان نامساوی این از استفاده با ب:

است: برقرار نیز قضیه این تر کل ل ش
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قضیه: n

F (
∑
i

λipi,
∑
i

µiqi) ≥
∑
i

√
λiµiF (pi, qi). (۴٨)

کنید. ثابت را بالا کل نامساوی قبل تمرین از استفاده با  : تمرین n

رسیم: م زیر تحدب رابطه به µi = λi و qi = q دهیم قرار رابطه این طرف دو در هرگاه کرد. بررس را خاص های حالت توان م بازهم

F (
∑
i

λipi, q) ≥
∑
i

λiF (pi, q). (۴٩)

رسیم: م زیر رابطه به λi = µi دهیم قرار تنها هرگاه و

F (
∑
i

λipi,
∑
i

λiqi) ≥
∑
i

λiF (pi, qi). (۵٠)

کم باهم را آنها فاصله و زیاد ر دی ی با را آنها شباهت احتمال توزیع توابع کردن مخلوط که است این ها رابطه این تمام معنای شهودی نظر از

کند. م

نسبی آنتروپی ۵

کند. م پیدا تعمیم نیز کوانتوم دنیای به که بپردازیم نیز کلاسی توزیع توابع بین ر دی مهم فاصله ی به است بهتر خود بررس پایان از قبل

شود: م تعریف زیر صورت به و دارد نام ۶ نسبی آنتروپی فاصله این

S(p||q) :=
∑
m

pm log
pm
qm

. (۵١)

است کاف است مثبت تابع این ببینیم اینکه برای نیست. متقارن وضوح به اما کند، م صدق نیز S(p||p) = 0 رابطه در و است مثبت فاصله این

است: برقرار زیر اتحاد همواره که شویم متوجه تا کنیم رسم را x− 1 و ln(x) منحن

Relative Entropy۶
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ln(x) ≤ x− 1 (۵٢)

pi, qi مثبتِ عدد دو هر برای آنجا از و

ln(
pi
qi
) ≤ pi

qi
− 1. (۵٣)

گیریم: م نتیجه باشیم، داشته احتمال توزیع تابع دو اگر حال

∑
i

qi ln(
pi
qi
) ≤ pi − qi = 0. (۵۴)

عنوان به غریبی ل ش چنین چرا بپرسیم است ن مم ( کنید. دقت qi و pi جای شدن عوض (به کند. م ثابت را نسبی انتروپی بودن مثبت که

است. برخوردار آن از فاصله این که است عملیات معنای ی بازهم که است این اش پاس است. شده معرف احتمال توزیع تابع دو بین فاصله

این از بار N تعداد به حال است. {p1, p2, · · · pk} احتمال توزیع تابع دارای X = {x1, x2, · · ·xk} متغیرتصادف ی که کنید فرض

از ما که این احتمال است: این سوال شوند. م ظاهر بار {n1, n2, · · ·nk} تعداد به X متغیرهای مقادیر و کنیم م گیری نمونه تصادف متغیر

است: این سوال این پاس است؟ چقدر است {q1, q2, · · · qk} توزیع تابع که کنیم قضاوت شده انجام گیری نمونه

P(q|p) = e−NS(q||p)+O(log(N). (۵۵)

باشیم: داشته که کنیم م قضاوت چنین وقت ما فهمید. زیر صورت به توان م را رابطه این

n1 = q1N, n2 = q2N, · · · nk = qkN. (۵۶)

با: است برابر کنیم قضاوت q صورت به ما p واقعا که را توزیع اینکه احتمال بنابراین،

P(q|p) = N !∏
i(Nqi)!

∏
i

(pi)
Nqi . (۵٧)

رسیم. م (۵۵) رابطه به استرلینگ تقریب از استفاده و رابطه این بسط با
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حالته N انتراع تاس مهره ی باشد. چنین هم باید اش تعریف به توجه با و نیست متقارن بوضوح نسبی آنتروپی فاصله تمرین: n

یرید: ب نظر در زیر توزیع تابع دو با را

p = (
1

N
,

1

N
,
1

N
, · · · , 1

N
) q = (1, 0, 0, 0, · · · , 0) (۵٨)

حد در را فاصله دو این کنید. توصیف شهودی نظر از را خود نتیجه و کنید حساب را S(q||p) و S(p||q) نسبی های آنتروپی

کنید. مقایسه هم با N −→ ∞

کوانتوم حالت دو فاصله ۶

را شباهت و فاصله توان م است گرفته الهام کلاسی تعاریف این از که مناسبی تعاریف با که دید خواهیم بعدی های بخش و بخش این در

بیان کلاسی شباهت و فاصله برای کنون تا که هستند هایی خاصیت همان دارای ها کمیت این و کرد تعریف نیز کوانتوم های حالت برای

در باشند. دلخواه هیلبرت فضای ی در کوانتوم حالت دو σ و ρ که کنید فرض کنیم. م آغاز کوانتوم حالت دو فاصله از نخست ایم. کرده

شود: م تعریف زیر ل ش به حالت دو این فاصله صورت این

D(ρ, σ) :=
1

2
tr|ρ− σ|, (۵٩)

این .|A| =
∑
i |αi||ϕi⟩⟨ϕi| آنگاه باشد، داشته A =

∑
i αi|ϕi⟩⟨ϕi| صورت به طیف تجزیه ی A اگر . |A| :=

√
A†A آن در که

را زیر های خاصیت بوضوح فاصله این است. شده انتخاب آن مفهوم و فیزی خواص بر بنا نیز تعریف این شود. م خوانده ٧ رد فاصله فاصله، 

داراست:

D(ρ, σ) = 0, ↔ ρ = σ,

D(ρ, σ) ≤ D(ρ, µ) +D(µ, σ),

D(ρ, σ) = D(σ, ρ),

Trace Distance٧
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D(UρU†, UσU†) = D(ρ, σ). (۶٠)

آشنایی فاصله خواص با است بهتر آن از قبل کنیم. م ثابت درس ادامه در را خاصیت این نیست. بدیه مثلث نامساوی تنها ها خاصیت این از

کنیم. پیدا بیشتری

که دهید نشان باشند s و r بردارهای با متناظر که باشند کیوبیت ی های حالت σ ، ρ اگر : تمرین n

D(ρ, σ) =
1

2
|r− s|. (۶١)

خواهیم صورت این در شوند. قطری آن در ها ماتریس این هردو که کرد انتخاب ای پایه توان م شوند جابجا باهم σ و ρ های حالت هرگاه

داشت:

ρ =
∑
i

pi|i⟩⟨i|, σ =
∑
i

qi|i⟩⟨i|. (۶٢)

داشت: خواهیم صورت این در که دهید نشان : تمرین n

D(ρ, σ) = D(p, q), (۶٣)

است. q و p احتمال توزیع تابع دو بین فاصله D(p, q) آن در که

توابع به مستقیم دسترس ما هست که هرچه کند. م روشن را آن عملیات معنای که رسیم م فاصله از تعریف این خاصیت ترین مهم به حال

دو کنند. م تولید اه آزمایش در مختلف های گیری اندازه در که است آماری همان فهمیم م آنها از که آنچه نداریم، کوانتوم های حالت یا موج

ρ = 1
2 (|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|) های حالت مثال عنوان به نیست. درست آن برعکس ول کنند م تولید هم به نزدی آمار همواره هم به نزدی حالت

که است مهم بنابراین متفاوتند. هم با کاملا حالت دو این آنکه حال کنند م تولید سان ی آمار Z پایه گیری اندازه در |+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩) و

روشن را رابطه این زیر قضیه بفهمیم. خوبی به را کنند م تولید اه آزمایش در که توزیع توابع فاصله و کوانتوم های حالت بین فاصله بین رابطه

کند. م

احتمال توزیع ρ حالت صورت این در دهیم. انجام σ و ρ حالتِ دو روی E = {Em} کل گیری اندازه ی که کنید فرض قضیه: n

تولید اه آزمایش در که احتمال توزیع تابع دو این کرد. خواهند تولید را qm = Tr(Emσ) احتمال توزیع σ حالتِ و pm = Tr(Emρ)

است: برقرار زیر رابطه حتما صورت این در شود. م بیان D(p, q) := 1
2

∑
m |pm−qm| صورت به که دارند هم با فاصله ی شوند م

D(ρ, σ) ≥ D(p, q). (۶۴)
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برای و کند م تولید را q∗m = Tr(E∗σ) و p∗m = Tr(E∗ρ) آمار که دارد وجود E∗ مثل خاص گیری اندازه ی حتما آن بر علاوه

است. برقرار زیر رابطه آن

D(ρ, σ) = D(p∗, q∗) (۶۵)

کرد: خلاصله زیر ل ش به توان م را اخیر رابطه دو

D(ρ, σ) =Max{Em}D(Tr(Emρ), T r(Emσ)). (۶۶)

تفاوت σ و ρ بین نتایج و ها گیری اندازه بعض برای است ن مم است. کلاسی توزیع توابع بین فاصله مورد در (١٠) رابطه آنالوگ رابطه این

با است برابر حالت دو بین فاصله که کند م بیان بالا رابطه که آنچه شود. حاصل کم تفاوت ر دی های گیری اندازه بعض برای یا نشود حاصل

دهد. م نشان بهتر را خاصیت این (۵) ل ش نتایج. بین فاصله ماکزیمم

طیف تجزیه را ρ− σ ماتریس آن مطلق قدر محاسبه برای نیست. مثبت الزاما ρ− σ ول هستند مثبت دو هر σ و ρ های ماتریس اثبات:  n

بنویسیم:  زیر صورت به و کرده مرتب را آن توانیم م و است قطری خودش مقدارهای ویژه پایه در ماتریس این کنیم. م

ρ− σ = diagonal(λ1, λ2, · · ·λk,−µ1,−µ2, · · ·µl) (۶٧)

ها آن در که

λi > 0, µj ≤ 0.

داریم: ر دی عبارت به

ρ− σ =

k∑
i=1

λi|ai⟩⟨ai| −
l∑

j=1

µj |bj⟩⟨bj | (۶٨)

و

⟨ai|bj⟩ = 0 ∀ i, j. (۶٩)

نوشت توان م بنابراین

ρ− σ = Q− S, (٧٠)
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نم ار آش را تفاوت این ١ گیری اندازه مثل ها گیری اندازه از بعض شود. نم ار آش گیری اندازه نوع هر با حالت دو بین تفاوت :۵ ل ش

کنند. م ار آش را تفاوت این تمام ٢ مثل نیز بعض و کنند م ار آش را تفاوت این از اندک تنها بعض کنند،

آن در که

Q = diagonal(λ1, λ2, · · ·λk, 0, 0, · · · 0) ≡
k∑
i=1

λi|ai⟩⟨ai|

و

S = diagonal(0, 0, · · · 0, µ1, µ2, · · ·µl) ≡
l∑

j=1

µj |bj⟩⟨bj |

. tr(S) = tr(Q) که گیریم م نتیجه است tr(ρ− σ) = 0 که آنجا از هستند. عمود برهم آنها ٨ های پایه و هستند مثبت های ماتریس

که گیریم م نتیجه (٧٠) و (۶٧) به توجه با حال

|ρ− σ| = S +Q

Support٨
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و

D(ρ, σ) =
1

2
tr|ρ− σ| = 1

2
tr(Q+ S) = tr(Q).

بنویسیم: توانیم م {Em} گیری اندازه هر ازای به حال

D(p, q) =
1

2

∑
m

|pm − qm| = 1

2

∑
m

|TrEm(ρ− σ)|

=
1

2

∑
m

|TrEm(Q− S)| = 1

2

∑
m

|TrEmQ− TrEmS)| (٧١)

رسیم م نتیجه این به هستند، مثبت Tr(EmS) و Tr(EmQ) اینکه از استفاده سپس و اعداد برای |a+ b| ≤ |a|+ |b| نامساوی از استفاده با

که

D(p, q) ≤ 1

2

∑
m

|TrEmQ|+ 1

2
|TrEmS|

=
1

2

∑
m

TrEmQ+
1

2
TrEmS =

1

2
TrQ+

1

2
TrS = TrQ = D(ρ, σ). (٧٢)

یعن آنها حاصلضرب رد اما نیست، مثبت الزاماً Q و Em یعن مثبت ر عمل دو حاصلضرب چه اگر که ایم کرده استفاده این از روابط این ∑در
mEm = I. که ایم کرده استفاده این از چنین هم است. مثبت عدد ی همواره Tr(EmQ)

B =
∑
i βi|ui⟩⟨ui| بنویسیم: و کنیم طیف تجزیه را B مثلا آنها از ی توانیم م باشند، مثبت ر عمل دو B و A اگر شده:  حل مثال n

آنجا از و

Tr(AB) =
∑
i

βi⟨ui|A|ui⟩ ≥ 0. (٧٣)

که آنجا از

که معنا این به کرد تعریف ترتیب ی توان م ها ماتریس برای تمرین: n

A ≥ B if A−B ≥ 0.

برای مثلث رابطه که دهید نشان مثال ی با باشند. منف نا آن مقادیر ویژه همه که است این هم ماتریس ی بودن مثبت معنای

نوشت: توان نم یعن نیست، برقرار ها ماتریس

|A+B| ≤ |A|+ |B|. (٧۴)
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کنید: امتحان را زیر ی ها ماتریس راهنمایی:

A =

 1 0

0 1

 , B =

 0 1

0 0

 .

داریم همواره یعن است، برقرار ها ماتریس اندازه برای مثلث رابطه البته

||A+B||p ≤ ||A||p + ||B||p. (٧۵)

است: زیر عبارت اندازه این از منظور

∥A∥p = (
∑
i

|λi|p)
1
p (٧۶)

هستند. A مقدارهای ویژه ها λi در آن که است

حالت دو فاصله از کمتر کنیم م تولید که ای آماری های توزیع فاصله دهیم م انجام که ای گیری اندازه هر در که کردیم ثابت ترتیب این به

است. کوانتوم

داریم: P تصویرگر هر ازای به الف:  قضیه: n

D(ρ, σ) ≥ Tr(P (ρ− σ)) (٧٧)

که قسم به دارد وجود P ∗ مثل خاص تصویرگر ی حتما ب:

D(ρ, σ) = tr(P ∗(ρ− σ)). (٧٨)

گیریم: م نظر در زیر صورت به یافته تعمیم گیری اندازه ی الف: اثبات

{E0 = P, E1 = I − P} (٧٩)

از: عبارتند شد خواهند تولید σ و ρ های حالت روی گیری اندازه این در که احتمال توزیع توابع صورت این در

(p0, p1) = {TrPρ, 1− TrPρ}, (q0, q1) = {TrPσ, 1− TrPσ} (٨٠)
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نتیجه در و

D(p, q) ≡ 1

2
(|p0 − q0|+ |p1 − q1|) =

1

2
|Tr(P (ρ− σ))|+ 1

2
|Tr(I − P )(ρ− σ)| = |Tr(P (ρ− σ))|. (٨١)

این به دو این ترکیب با و a ≤ |a| نوشت توان م همواره a مثل حقیق عدد هر ازای به که این و کنیم م استفاده قبل قضیه از حال

که: رسیم م نتیجه

Tr(P (ρ− σ)) ≤ |Tr(P (ρ− σ))| = D(p, q) ≤ D(ρ, σ). (٨٢)

نوشت: توان م همواره که دیدیم قبلا ب: اثبات

ρ− σ = Q− S

م انتخاب چنان را P ∗ گر تصویر .D(ρ, σ) = Tr(Q) که یافتیم چنین هم هستند. سان ی رد با مثبت ر عمل دو S و Q آن در که

نویسیم: م .P ∗Q = Q, P ∗S = 0 است: زیر خاصیت دارای تصویرگر این باشد. Q پایه زیرفضای روی تصویرگر که کنیم

D(ρ, σ) = Tr(Q) = Tr(P ∗Q) = Tr(P ∗Q− P ∗S) = Tr(P ∗(Q− S)) = Tr(P ∗(ρ− σ)). (٨٣)

یرید: ب نظر در را زیر های ماتریس تمرین:  n

ρ =
1

2
(I + r · σ), σ =

1

2
(I + s · σ). (٨۴)

D(ρ, σ) = tr(Q). واقعا که دهید نشان و کنید پیدا را Q, S های ماتریس الف: 

که بنویسیم Q− S صورت به را ρ− σ که هست نیازی چه وجود این با هستند. مثبت های ماتریس دو هر σ و ρ که دانیم م ب:

دارند؟ را ها خاصیت همین

یرید: ب نظر در را زیر های حالت تمرین:  n

ρ = |ϕ+⟩⟨ϕ+|, σ = |ψ+⟩⟨ψ+|, (٨۵)

را بالا حالت دو فاصله و کنید پیدا را Q, S های ماتریس .|ψ+⟩ = 1√
2
(|01⟩+ |10⟩) و |ϕ+⟩ = 1√

2
(|00⟩+ |11⟩) آن در که

٢۵



کنید. پیدا

تفاوت هیچ دهیم انجام σx گیری اندازه حالت دو این روی اگر یرید. ب نظر در را σ = |+⟩⟨+| حالت و ρ = 1
2I حالت تمرین: n

کرد. خواهیم حس زیادی تفاوت دهیم انجام σx گیری اندازه اگر ول کنیم. نم حس

آورید. بدست حالت دو این روی را σx گیری اندازه از ناش توزیع های تابع تفاوت الف:

حساب است. دلخواه حالت ی n آن در که آورید بدست حالت دو این روی را σn گیری اندازه از ناش توزیع های تابع تفاوت ب:

آید. بدست گیری اندازه از ناش توزیع توابع بین تفاوت بیشترین تا کنیم گیری اندازه بایست م جهت کدام در که کنید

کنید. تحقیق را ( ۶۴) رابطه صحت و آورید بدست (۵٩) رابطه از را σ ρو حالت دو بین فاصله پ:

آن در که یرید ب نظر در را σ = |ϕ⟩⟨ϕ| حالت و ρ = |ψ⟩⟨ψ| حالت : تمرین n

|ψ⟩ = 1√
2
(|0, 0⟩+ |1, 1⟩), |ϕ⟩ = 1√

2
(|0, 0⟩ − |1, 1⟩). (٨۶)

کنید. حساب را حالت دو این بین فاصله داد. تشخیص هم از توان نم را حالت دو این موضع گیری اندازه نوع هیچ با که دهید نشان

م بیان نامساوی این کرد. ثابت حالت دو بین کوانتوم فاصله برای را مثلث نامساوی توان م ۶۴ رابطه از استفاده با مثلث: نامساوی n

است: برقرار زیر رابطه کوانتوم حالت سه هر برای که کند

D(ρ, σ) ≤ D(ρ, ν) +D(ν, σ). (٨٧)

نویسیم: م رابطه این اثبات برای

D(ρ, σ) = tr(P ∗(ρ− σ)), (٨٨)

نویسیم: م حال کند. م تساوی به تبدیل را ۶۴ نامساوی که است تصویرگری P ∗ آن در که

D(ρ, σ) = tr(P ∗(ρ− ν) + P ∗(ν − σ))

= tr(P ∗(ρ− ν)) + tr(P ∗(ν − σ)) ≤ D(ρ, ν) +D(ν, σ). (٨٩)
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شود. م ثابت مثلث نامساوی ترتیب این به ایم. کرده استفاده ۶۴ نامساوی از دوباره آن در که

است: برقرار زیر رابطه همواره بعدی هر در که کنید ثابت تمرین: n

0 ≤ D(ρ, σ) ≤ 1. (٩٠)

کنیم: م ثابت زیر ل ش به را نامساوی دوم طرف است. واض است مساوی یا بیشتر صفر از فاصله که این حل:

D(ρ, σ) = Tr(P ∗(ρ− σ)) = Tr(P ∗ρ)− Tr(P ∗σ) ≤ Tr(P ∗ρ) ≤ Tr(ρ) = 1. (٩١)

عمل هر اثر در کوانتوم های حالت فاصله که کند م بیان خاصیت این پردازیم. م کوانتوم فاصله از مهم خاصیت اثبات و بیان به حال

ر دی ی از آنها فاصله و شده تر شبیه هم به ها حالت کوانتوم اعمال تحت بهتر عبارت به شود. م کم دار) نگه رد و مثبت نگاشت (هر کوانتوم

شود: م بیان صورت این به رابطه این شود. م کمتر

D(Λ(ρ),Λ(σ)) ≤ D(ρ, σ), (٩٢)

را P ∗ و کنیم م استفاده ایم یادگرفته قبل روابط اثبات در که آنچه از آن اثبات برای است. دار نگه رد و مثبت نگاشت ی Λ آن در که

نویسیم: م سپس کند. م تعریف را D(Λ(ρ),Λ(σ) فاصله که گیریم م تصویرگری

D [Λ(ρ),Λ(σ))] = tr [P ∗(Λ(ρ)− Λ(σ))]

= tr [P ∗Λ(ρ− σ)] = tr [P ∗Λ(Q− S)] = tr [P ∗(Λ(Q)− Λ(S))] . (٩٣)

نویسیم: م و است مثبت Λ(S) و P ∗ بودن مثبت دلیل به Tr(P ∗Λ(S)) عبارت که کنیم م استفاده موضوع این از حال

D [Λ(ρ),Λ(σ))] ≤ tr [P ∗Λ(Q)] ≤ tr [Λ(Q)] = tr(Q) = D(ρ, σ). (٩۴)

شود. م ثابت قضیه ترتیب این به

مثال: n

یعن گیرد، م رد قستم دو سیستم از قسمت ی روی که یرید ب نگاشت را Λ مثال ی عنوان به

Λ(ρAB) = trB(ρ
AB) = ρA. (٩۵)
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که: است این قضیه این نتیجه صورت این در

D(ρA, σA) ≤ D(ρAB , σAB). (٩۶)

کنید. حساب بالا کانال از عبور از بعد و قبل را آنها فاصله یرید. ب نظر در را بل مختلف حالت دو تمرین: n

خاصیت این است. ر دی های خاصیت از خیل مبنای که پردازیم م ٩ قوی تقعر خاصیت یعن فاصله های خاصیت ترین مهم از ی به حال

ی با برابر تنهایی به آنها از هرکدام مجموع که باشند مثبت اعداد مجموعه دو {µi} و {λi} که کنید فرض است. کلاسی حالت مشابه درست

کند م بیان قوی تحدب شرط صورت دراین گرفت. نظر در احتمال گسسته توزیع تابع دو عنوان به توان م را مجموعه دو این ر دی بیان به باشد.

است: برقرار ها فاصله بین زیر رابطه که

D(
∑
i

λiρi,
∑
i

µiσi) ≤ D(λ, µ) +
∑
i

λiD(ρi, σi), (٩٧)

به رابطه این اثبات برای است. شده تعریف قبل های بخش در که است کلاسی توزیع تابع دو بین فاصله D(λ, µ) از منظور آن در که

کنیم. م عمل زیر ترتیب

D(
∑
i

λiρi,
∑
i

µiσi) = tr

[
P ∗

(∑
i

λiρi −
∑
i

µiσi

)]

= tr

[
P ∗
∑
i

(λi − µi)ρi + P ∗
∑
i

µi(ρi − σi)

]
= tr

[
P ∗
∑
i

(λi − µi)ρi

]
+
∑
i

µitr [P
∗(ρi − σi)]

≤ tr

[
P ∗
∑
i

(λi − µi)ρi

]
+
∑
i

µiD(ρi, σi). (٩٨)

به را جمله این کار این برای است. کمتر µ و λ کلاسی توزیع تابع دو بین کلاسی فاصله از راست طرف اول جمله که کنیم ثابت باید حال

نویسیم م صورت این

tr

[
P ∗
∑
i

(λi − µi)ρi

]
= tr [P ∗(ρ− ρ′)] (٩٩)

داریم ایم کرده ثابت قبلا که بنابرقضایایی اما هستند. جدید توزیع تابع دو ρ′ =
∑
i µiρi و ρ =

∑
i λiρi آن در که

tr [P ∗(ρ− ρ′)] ≤ D(ρ, ρ′) =
1

2
tr|ρ− ρ′| = 1

2
tr|
∑
i

(λi − µi)ρi|. (١٠٠)

Strong Concavity٩
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آن مبنای بر که کنیم م استفاده رد برای مثلث نامساوی از آخر مرحله در

tr|A+B| ≤ tr|A|+ tr|B|, (١٠١)

داشت خواهیم نتیجه در و

tr [P ∗(ρ− ρ′)] ≤ 1

2

∑
i

tr|(λi − µi)ρi| =
1

2

∑
i

|λi − µi| = D(λ, µ). (١٠٢)

رسیم. م ٩٧ رابطه به ١٠٢ و ٩٨ رابطه ترکیب با

ناورداست. ان ی تبدیلات تحت کوانتوم حالت دو فاصله که دهید نشان : تمرین n

کوانتوم های حالت تشابه ٧

انجام اه آزمایش در که کاری واق در باشد. داشته مشخص عملیات معنای ی که شود تعریف چنان بایست م نیز کوانتوم حالت دو بین تشابه

کند، م تولید احتمال توزیع تابع ی گیری اندازه این و دهیم م انجام گیری اندازه و آزمایش کوانتوم حالت ی روی که است آن دهیم م

روی {Em} های المان با POVM گیری اندازه ی که کنید فرض مثلا آید. م بدست مشخص احتمالات با مشخص نتایج که معنا این به

آمدن بدست احتمال و pm := tr(ρEm) با است برابر ρ حالت از m نتیجه آمدن بدست احتمال دهیم. م انجام σ و ρ کوانتوم های حالت

کوانتوم حالت دو نزدی از است معیاری کلاسی احتمال تابع دو این نزدی میزان . qm := tr(σEm) با است برابر σ حالت از m نتیجه

به نشوند. داده تمیز خوبی به گیری اندازه ی با σ و ρ حالت دو که است ن مم اینکه آن و است مطرح مهم نکته ی جا این در ول . σ و ρ

یرید: ب نظر در را زیر حالت دو مثال عنوان

ρ =
1

2
(|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|), σ = |+⟩⟨+|, (١٠٣)

م اگر بنابراین دهد. م بدست نتیجه ی حالت دو هر روی z پایه در گیری اندازه که است واض . |+⟩ = 1√
2
(|0⟩ + |1⟩) آن در که

که کنیم انتخاب را گیری اندازه آن اینکه یا یریم ب متوسط ها گیری اندازه همه روی یا بایست م کنیم معین را حالت دو این تفاوت خواهیم
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کوانتوم حالت دو برای شباهت از که تعریف که دید خواهیم کند. م تولید q و p احتمال توزیع توابع بین را فاصله بیشترین یا را شباهت کمترین

کرده اصلاح را آن که کنیم سع و کنیم شروع آزمایش تعریف ی از توانیم م شباهت تعریف برای است. مطابق دوم معیار این با کنیم م ارائه

باشد: مناسب زیر تعریف که رسد م نظر به اول مرحله در برسیم. خوب نهایی تعریف ی به و

F0(ρ, σ) = tr(ρσ) ? (١٠۴)

انتظار اینکه آن و دارد عیب ی فقط باشد. مناسبی تعریف که رسد م نظر به و است هرمیت ماتریس دو بین داخل ضرب همان تعریف این

.F0(ρ, ρ) ̸= 1 درنتیجه و tr(ρρ) ≤ 1 زیرا ندارد خاصیت چنین تعریف این آنکه حال و باشد ی با برابر خودش با حالت ی شباهت که داریم

توانیم م شود برآورده است مهم شرط که شرط این خواهیم م اگر شود. م برآورده شرط این که است خالص های حالت برای تنها واق در

کنیم: امتحان را زیر تعریف

F1(ρ, σ) = tr(
√
ρσ) ? (١٠۵)

رف برای .F1(ρ, σ) ̸= F1(σ, ρ) یعن نیست، متقارن σ و ρ به نسبت که است این اش عیب ول کند م برطرف را بالا ال اش تعریف این

کنیم: تعریف زیر ل ش به را تشابه توانیم م ال اش این

F2(ρ, σ) = tr(
√
ρ
√
σ) ? (١٠۶)

اما شود. م ی با برابر خودش با حالت هر تشابه هم و است متقارن هم زیرا کند م برطرف را قبل تعریف دو هر الات اش تعریف این

ماتریس ی مقدارهای ویژه و نیست هرمیت الزاما ها آن حاصلضرب هستند، مثبت و هرمیت دو هر
√
σ و √ρ چه اگر زیرا دارد ر دی ال اش ی

کنیم. م اختیار زیر صورت به را نهایی تعریف بنابراین نیستند. حقیق الزاما نیز غیرهرمیت

F (ρ, σ) = tr(|√ρ
√
σ|) (١٠٧)

A ماتریس هر ازای به اینکه به توجه با

|A| =
√
AA† (١٠٨)
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آوریم: م بدست

F (ρ, σ) = tr(
√√

ρσ
√
ρ). (١٠٩)

به توجه با اما باشد. متقارن σ و ρ جابجایی به نسبت که نیست واض ول است. F (ρ, ρ) = 1 که است خاصیت این دارای بوضوح تعریف این

که این چنین هم و ، A :=
√
ρ
√
σ اینکه

tr(
√
AA†) = tr(|A|) = tr(|A†|) (١١٠)

شود. م واض σ و ρ به نسبت F تقارن

.tr(|A|) = tr(|A†|) که کنید ثابت : تمرین n

محاسبه را حالت دو این تشابه شوند. م مشخص s و r بردارهای با که یرید ب نظر در بلوخ کره در را دلخواه حالت دو : تمرین n

کنید.

دهید: نشان بعدی دو های ماتریس برای را زیر رابطه و کنید استفاده (λ1 + λ2)
2 = λ21 + λ22 + 2λ1λ2 رابطه از راهنمایی:

کنید. حساب را شده یاد حالت دو تشابه سپس و TrA2 = Tr(A2) + 2det(A) 

واق در شود. م ی ها آن مقدارهای ویژه بین کلاسی تشابه با دقیقا کوانتوم حالت دو تشابه مقدار آنگاه شوند جابجا هم با σ و ρ که هرگاه

کنیم: قطری پایه ی در را کوانتوم حالت دو هر توانیم م شرایط این تحت

ρ =
∑
i

ri|i⟩⟨i|, σ =
∑
i

si|i⟩⟨i|. (١١١)

داشت: خواهیم نتیجه در

F (ρ, σ) = tr

√∑
i

risi|i⟩⟨i|

= tr

(∑
i

√
risi|i⟩⟨i|

)
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=
∑
i

√
risi = F (r, s). (١١٢)

کرد حساب راحت به را کوانتوم حالت دو تشابه توان م که مواقع از ر دی ی هستند. کلاسی احتمال توزیع تابع دو s و r آن در که

داشت: خواهیم (|ψ⟩⟨ψ|)
1
2 = |ψ⟩⟨ψ∥ اینکه به توجه با صورت این در باشد. خالص ها حالت از ی که است وقت

F (|ψ⟩, ρ) = tr
√

⟨ψ|ρ|ψ⟩⟨ψ|ψ⟩ =
√

⟨ψ|ρ|ψ⟩. (١١٣)

آن اثبات و اولمان قضیه ٧ . ١

خواص از ر دی بسیاری اثبات در قضیه این است. ١٠ یولمان قضیه دارد وجود کوانتوم حالت دو تشابه باره در که قضایایی مهمترین از ی

شود. م بیان زیر ل ش به و رود م کار به کوانتوم تشابه

B با را آن که A کوانتوم سیستم از ری دی نمونه باشند. B کوانتوم سیستم ازی حالت دو σ و ρ که کنید فرض : یولمان قضیه n

آنگاه باشند AB روی σ و ρ از سازی خالص دو ϕ و |ψ⟩ هرگاه صورت دراین گیریم. درنظرم دهیم م نمایش

F (ρ, σ) = max|ψ⟩,|ϕ⟩ | ⟨ψ|ϕ⟩ |, (١١۴)

گیرد. م صورت ها سازی خالص تمام روی گیری ماکزیمم درآن که

کنیم. حل را ساده مثال ی که است بهتر بپردازیم کل حالت در قضیه این اثبات به اینکه از قبل

یرید. ب نظر در را σA = 1
2 (1 + s · σ) و ρA = 1

2 (1 + r · σ) حالت دو تمرین: n

آورید. بدست تعریف از مستقیما را آنها فاصله بار ی الف:

Uhlmann١٠
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یرید: ب نظر در را زیر سازی خالص دو حال ب:

ρA = TrB(|ψ⟩AB⟨ψ|) , σA = TrB(|ϕ⟩AB⟨ϕ|) (١١۵)

آن در که

|ψ⟩AB =

√
1 + r

2
|r̂⟩|0⟩+

√
1− r

2
| − r̂⟩|1⟩

|ϕ⟩AB =

√
1 + s

2
|ŝ⟩|α⟩+

√
1− s

2
| − ŝ⟩|α⊥⟩ (١١۶)

ال چ های ماتریس شده خالص حالت دو این که کنید قان را خود نخست است. دلخواه حالت ی |α⟩ = a|0⟩+ b|1⟩ آن در که

رسید. م ال چ ماتریس دو شباهت به کنید حساب را حالت دو این همپوشان مقدار بیشترین اگر که دهید نشان سپس هستند. اولیه

داریم: احتیاج لم ی به نخست قضیه این اثبات برای پردازیم. م اولمان قضیه اثبات به مثال این از پس

آنگاه باشد، ان ی ماتریس ی U و باشد دلخواه ماتریس ی A هرگاه  : ی لم n

|tr(AU)| ≤ tr|A|.

که کنیم م توجه نخست اثبات: n

|AU | = |A|,

که کنیم م توجه سپس ( .|A| :=
√
A†A است: ماتریس ی مطلق قدر تعریف از ناش تساوی (این

|TrA| ≤ Tr|A|,

( آید. م بدست باشد، شده قطری آن در A که ای پایه در که است مثلث نامساوی همان نامساوی (این

نویسیم: م رابطه دو این ترکیب با

|TrAU | ≤ Tr|AU | = Tr|A|. (١١٧)

داریم:  را زیر نامساوی کل طور به n

|Tr(A)| ≤ Tr|A| = Tr|AU |

|Tr(AU)| ≤ Tr|A|. (١١٨)
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ی سازی خالص از کل طرح ی خواهیم م دارد. کاربرد هم ر دی جاهای در که کنیم م طرح را کل مسئله ی لم این در دو: لم n

ی از |ψ⟩AB حالت باشیم، داشته A سیستم از ρA مثل حالت ی هرگاه بفهمیم. تری ساده طور به را آن و دهیم ارایه ال چ ماتریس

سازی خالص برای روش ترین ساده .trB(|ψ⟩AB⟨ψ|) = ρA باشیم داشته هرگاه خوانیم م ρA از سازی خالص ی را تر بزرگ سیستم

کنیم طیف تجزیه زیر صورت به را ρA نخست که است آن

ρA =
∑
i

λi|ai⟩⟨ai| (١١٩)

دهیم قرار B سیستم از |bi⟩ ه ی و متعامد بردارهای از مجموعه ی تعریف با سپس و

|ψρ⟩AB :=
∑
i

√
λi|ai⟩A|bi⟩B . (١٢٠)

سیستم برای که است این هم آن دلیل هستند، مرتبط هم به B سیستم روی ان ی های ماتریس عمل با ن مم های سازی خالص تمام اما

یرید: ب نظر در را زیر حالت مثل مرج حالت ی حال کنیم. اختیار توانیم م متفاوت متعامدِ بردارهای مجموعه B

|ϕ+⟩AB =
∑
i

|i⟩A ⊗ |i⟩B . (١٢١)

نزمالیزه را حالت (این است. یافته تعمیم بل حالت ی حالت این واق در هستند. فضاها از کدام هر برای ای پایه ها {|i⟩} آن در که

شود: درست زیر حالت که چرخاند طوری U ⊗ V ان ی های ماتریس با را فوق های پایه توان م ایم.). نگرفته

(U ⊗ V )|ϕ+⟩ =
∑
i

|ai⟩ ⊗ |bi⟩ (١٢٢)

یعن رسید شده خالص حالت به طرف دو روی √ρ⊗ I ر عمل اثر با توان م سپس

|ψρ⟩ = (
√
ρU ⊗ V )|ϕ+⟩. (١٢٣)

از متفاوت های سازی خالص به توان م V تغییر با بنابراین شود. نم عوض اولیه آمیخته حالت U ماتریس تغییر با سازی خالص این در

شود. م متناظر V ماتریس ی با ای آمیخته حالت هر واق در رسید. آمیخته حالت ی

بنویسیم: توانیم م σ و ρ ِ حالت دو سازی خالص با بپردازیم. یولمان قضیه اثبات به توانیم م حال n

|ψρ⟩ = (
√
ρU ⊗ V )|ϕ+⟩
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|ψσ⟩ = (
√
σU ′ ⊗ V ′)|ϕ+⟩ (١٢۴)

نتیجه در و

⟨ψρ|ψσ⟩ = ⟨ϕ+|(U†√ρ
√
σU ′)⊗ (V †V ′)|ϕ+⟩ (١٢۵)

: ل ش به تر خلاصه نمادهای با یا و

⟨ψρ|ψσ⟩ = ⟨ϕ+|X ⊗ Y |ϕ+⟩ (١٢۶)

آن در که

X = U†√ρ
√
σU ′ , Y = V †V ′.

کنیم: م استفاده زیر تمرین از کار این برای بنویسیم. تری ساده صورت به را راست طرف توانیم م حال

دهید نشان را زیر اتحاد درست تمرین: n

⟨ϕ+|X ⊗ Y |ϕ+⟩ = tr(XY T ). (١٢٧)

نویسیم م تمرین این از استفاده با حال

|⟨ψρ|ψσ⟩| = |tr(XY T )| = |tr(U†√ρ
√
σU ′)V ′TV ∗)| = |tr(√ρ

√
σW )| (١٢٨)

داشت: خواهیم کردیم ثابت ابتدا در که لم از استفاده با است. ان ی ماتریس W = U ′V ′TV ∗U† آن در که

|⟨ψρ|ψσ⟩| = |tr(√ρ
√
σW )| ≤ tr(|√ρ

√
σ|) = F (ρ, σ). (١٢٩)

خالص این یافتن برای کند. م برقرار را تساوی که دارد وجود سازی خالص ی یعن شود، م برقرار نیز تساوی که دهیم نشان باید حال

است: زیر قطبی تجزیه دارای √ρ
√
σ که کنید فرض کنیم. م عمل زیر ترتیب به سازی

√
ρ
√
σ = |√ρ

√
σ|Ω.

باشیم: داشته که کنیم اختیار ترتیبی به را بالا ان ی ماتریس که است کاف صورت این در

√
ρ
√
σW = |√ρ

√
σ|.
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توان م همواره داریم آزادی U ′ و U های ماتریس انتخاب در که W فرم به توجه با و W = Ω† دهیم قرار که است این حرف این معنای

شود. م کامل جا این در قضیه اثبات داد. انجام را کار این

گیری اندازه اثر و کوانتوم های حالت تشابه ٧ . ٢

مثل کوانتوم حالت دو

ρ = |+⟩⟨+|, σ =
1

2
(|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|) (١٣٠)

نم حالت دو این اختلاف متوجه وجه هیچ به کنیم گیری اندازه |0⟩⟨0|, |1⟩⟨1| یعن Z پایه در حالت دو این روی هرگاه یرید. ب نظر در را

که کنیم ادعا غلط به که است ن مم گیری اندازه نوع این با بنابراین است. 1/2 با برابر 1 و 0 آوردن بدست احتمال حالت دو هر در زیرا شویم

دو این واقع شباهت آنکه برای نیستند. ی هم با حالت دو این انکه حال و دارند هم به زیادی بسیار شباهت یا هستند سان ی حالت دو این

گیری اندازه |+⟩⟨+|, |−⟩⟨−| یعن X پایه در را حالت دو این اگر وقاع در دهیم. تغییر را خود گیری اندازه بایست م آوریم بدست را حالت

آیند: م بدست زیر نتایج آنگاه کنیم

Pρ(+) = 1, Pρ(−) = 0, Pσ(+) = Pσ(−) =
1

2
. (١٣١)

با: است برابر جا این در گیری اندازه نتایج شباهت بنابراین

F (Pρ, Pσ) =
∑
i=+,−

Pρ(i)Pσ(i) =
1√
2
. (١٣٢)

گیری اندازه تمام در که ای کمینه مقدار اساس بر را حالت دو این شباهت که است منطق کنیم. امتحان را ری دی های گیری اندازه توانیم م

کنیم: ثابت توانیم م را زیر قضیه حقیقت در گوید. م ما به کوانتوم تشابه رابطه که است چیزی همان درست این و کنیم تعریف آوریم م بدست ها

آنگاه باشد POVM گیری اندازه ی E = {Em} هرگاه قضیه: n

F (ρ, σ) ≤ F (PE , QE) (١٣٣)

حالت دو این روی گیری اندازه از ناش کلاسی توزیع تابع دو QE = {qm := tr(σEm)} و PE = {qm := tr(ρEm)} آن در که

هستند.
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آماری مثال عنوان به حالت. دو آن خود تا دارند بیشتری تشابه همواره شود م ایجاد کوانتوم مختلف حالت دو از که کلاسی آمار :۶ ل ش

هم به شباهت هیچ مربوطه کوانتوم های حالت آنکه حال و هستند سان ی کاملا شود، م ایجاد |−⟩ و |+⟩ حالتِ دو روی Sz گیری اندازه از که

ندارند.

ناش ذات قطعیت عدم ی با همراه همواره کند م تولید کوانتوم گیری اندازه ی که آماری که چرا است معلوم هم نامساوی این دلیل

شماتی صورت به را موضوع این (۶) ل ش دهیم. تشخیص هم از درست به را ها حالت نتوانیم شود م باعث که است کوانتوم انی م از

دهد. م نشان

A مثل ماتریس هر که کنیم م استفاده این از سپس .A =
√
ρ
√
σ آن در که F (ρ, σ) = tr|A| که کنیم م توجه نخست اثبات: n

که معنا این به دارد قطبی تجزیه ی

A = |A|U†,−→ |A| = AU, (١٣۴)

بنویسیم: توانیم م بنابراین است. ان ی ماتریس ی U آن در که

F (ρ, σ) = tr(
√
ρ
√
σU) =

∑
m

tr(
√
ρ
√
Em
√
Em

√
σU). (١٣۵)
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دلخواه ماتریس دو برای آن مبنای بر که کنیم م استفاده ‐شوارتز کوش قضیه از حال .
∑
mEm = I که ایم کرده استفاده این از اینجا در

tr(A†B) ≤
√
tr(AA†

√
tr(BB†. (١٣۶)

آوریم م بدست کنیم ترکیب قبل رابطه با را آن و ، B =
√
Em

√
σU و A =

√
ρ
√
Em دهیم قرار رابطه این در هرگاه

F (ρ, σ) ≤
∑
m

√
tr(Emρ)tr(Emσ). (١٣٧)

اندازه نوع هر از ناش که کلاسی احتمالات تشابه از ایم کرده تعریف که ترتیبی به کوانتوم حالت دو تشابه که ایم کرده ثابت ترتیب این به

حالات بین کوانتوم تشابه با برابر دقیقا اش کلاسی احتمالات تشابه که دارد وجود ای گیری اندازه واقعا آیا که این است. کمتر است گیری

نیلسون کتاب به تواند م خواننده قضیه این اثبات برای بازهم کرد. نخواهیم بیان ما را آن اثبات اگرچه است مثبت آن پاس که است سوال باشد

که قسم به دارد وجود {E∗
m} مثل POVM گیری اندازه ی حتما که کند م بیان قضیه این کند. مراجعه چوانگ و

F (ρ, σ) =
∑
m

√
tr(E∗

mρ)tr(E
∗
mσ). (١٣٨)

کرد. خواهیم زیادی های استفاده آینده در موضوع این از

ها حالت تشابه روی کوانتوم های کانال تاثیر ٧ . ٣

حالت شباهت که کنیم ثابت خواهیم م اکنون شود، م کم کانال ی از عبور تحت کوانتوم های حالت فاصله کردیم ثابت که همانگونه به

شود. م بیان زیر قضیه در مسئله این شوند. م تر شبیه هم به ها حالت یعن شود م زیاد کانال ی از عبور در کوانتوم های

: Λ مثبت نگاشت هر ازای به یعن شود م زیاد کوانتوم های حالت تشابه یا فیدلیته کانال هر از عبور در فیدلیته نوایی ی قضیه: n

F (Λ(ρ),Λ(σ)) ≥ F (ρ, σ) (١٣٩)

مثبت. کاملا نگاشت ی نه الزاما نه و است مثبت نگاشت ی Λ که کنید دقت
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چیست؟ Λ(ρA) ی شده خالص باشد. ρA ال چ ماتریس ی شده خالص |ψ⟩AB که کنید فرض کنیم: م استفاده لم ازی نخست n

نوشت: ل ش این به توان م همواره را E(ρA) که کنیم م توجه سوال این به پاس برای

E(ρA) = TrC

(
UAC(ρA ⊗ |0⟩C⟨0|)U†

AC

)
(١۴٠)

که دانیم م اما

ρA = TrB(|ψ⟩AB⟨ψ|). (١۴١)

آوریم: م بدست جزیی رد های خاصیت از استفاده و رابطه دو این ترکیب با

E(ρA) = TrC

(
UAC

[
ρA ⊗ |0⟩C⟨0|

]
U†
AC

)
= TrC

(
UAC

[
TrB(|ψ⟩AB⟨ψ|)⊗ |0⟩C⟨0|

]
U†
AC

)
= TrBC

(
|Ψ⟩⟨Ψ|

)
ABC

, (١۴٢)

آن در که

|Ψ⟩ABC = UAC
(
|ψ⟩AB ⊗ |0⟩C

)
. (١۴٣)

قضیه بنابر که هستند σ و ρ شده خالص های حالت |ϕ∗⟩ و |ψ∗⟩ که کنید فرض کنیم. م استفاده اصل قضیه اثبات برای لم این از حال

یعن کنند: م صدق زیر رابطه در یولمان

F (ρ, σ) = |⟨ψ∗|ϕ∗⟩|. (١۴۴)

از: عبارتند ترتیب به E(σ) و E(ρ) های شده خالص کردیم ثابت که لم بنابر

|Ψ⟩ = U |ψ∗⟩|0⟩ , |Φ⟩ = U |ϕ∗⟩|0⟩. (١۴۵)

دهیم م قرار و کنیم م استفاده اولمان قضیه از

F (Λ(ρ),Λ(σ)) ≥ |⟨Ψ|Φ⟩| = |⟨ψ∗⟨0|U†U |ϕ∗⟩|0⟩| = |⟨ψ∗|ϕ∗⟩| = F (ρ, σ). (١۴۶)

. ایم کرده استفاده یولمان قضیه از بازهم تساوی این اول قسمت در
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ورود از قبل شوند م مشخص s و r بلوخ بردارهای با که را حالت دو تشابه یرید. ب نظر در را p پارامتر با واقطبش کانال تمرین: n

کنید. مقایسه هم با کانال از خروج از بعد و کانال به

واقطبش کانال دهید. عبور بعدی d واقطبش کانال از را آنها و یرید ب نظر در را |ϕ⟩ و |ψ⟩ بعدی d خالص حالت دو تمرین: n

شود: م تعریف زیر صورت به بعدی d

Λ(ρ) = (1− p)ρ+ p
I

d
. (١۴٧)

کنید. مقایسه هم با آن از ج خرو از بعد و کانال به ورود از قبل را بالا حالت دو تشابه الف:

کنید. مقایسه هم با آن از ج خرو از بعد و کانال به ورود از قبل را بالا حالت دو فاصله ب:

ها حالت تشابه تحدب خاصیت ۴ . ٧

فاصله قوی تقعر خاصیت همان خاصیت این شود. م کمتر هم از آنها فاصله کنیم م مخلوط هم با را کوانتوم های حالت وقت که دیدیم قبلا

ها حالت این تشابه کنیم م مخلوط باهم را کوانتوم های حالت که وقت که معنا این به است برقرار این به شبیه خاصیت نیز تشابه مورد در بود.

شود: م بیان زیر ل ش به که گوییم م ١١ قوی تحدب خاصیت اصطلاحا را خاصیت این شود. م تر زیاد

فیدلیته برای قوی تحدب خاصیت قضیه: n

F (
∑
i

piρi,
∑
i

qiσi) ≥
∑
i

√
piqiF (ρi, σi). (١۴٨)

های حالت از ویژه نوع آن ترتیب به |ϕ∗i ⟩ و |ψ∗
i ⟩ که کنید فرض کنیم. م استفاده یولمان قضیه از خاصیت این اثبات برای اثبات: n

کنند: م برقرار را زیر تساوی اولمان قضیه با مطابق که باشند خالص

F (ρi, σi) = |⟨ψ∗
i |ϕ∗i ⟩|. (١۴٩)

Fidelity of Convexity trongS١١
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ضرب با توانیم م را کار این باشد. مثبت عدد ی ⟨ψ∗
i |ϕ∗i ⟩ که کنیم انتخاب طوری را |ϕ∗i ⟩ و |ψ∗

i ⟩ توانیم م همواره که کنید دقت

دهیم. انجام مناسب فازهای در های حالت این کردن

گیریم: م نظر در زیر ل ش به بزرگتری های حالت حال

|Ψ⟩ :=
∑
i

√
pi|ψ∗

i ⟩AB |i⟩C , |Φ⟩ :=
∑
i

√
pi|ϕ∗i ⟩AB |i⟩C . (١۵٠)

اینکه یعن کنند م خالص را σ و ρ که هستند هایی حالت خالص، های حالت این

ρA ≡
∑
i

piρi = trBC |Ψ⟩⟨Ψ|, σA ≡
∑
i

qiσi = trBC |Φ⟩⟨Φ|. (١۵١)

که هستند خالص های حالت |ϕi⟩AB و |ψi⟩AB های حالت هستند. A سیستم به مربوط ال چ ماتریس σi و ρi اینجا در که کنید دقت

های ماتریس به C و B روی گرفتن رد و {|i⟩} متعامد های پایه با C سیستم ی افزودن با کنند. م خالص را ال چ های ماتریس این

که دانیم م اولمان قضیه از حال است. ضروری مرحله این برای {|i⟩} بردارهای بودن متعامد رسیم. م σ و ρ حالت

F (ρA, σA) ≡ F (
∑
i

piρi,
∑
i

qiσi) ≥ |⟨Ψ|Φ⟩|

= |
∑
i

√
piqi⟨ψ ∗i |ϕ∗i⟩| =

∑
i

√
piqi⟨ψ ∗i |ϕ∗i⟩ =

∑
i

√
piqiF (ρi, σi), (١۵٢)

F (ρi, σi) = |⟨ψ∗
i |ϕ∗i ⟩| اینکه و ایم کرده استفاده ⟨ψ∗

i |ϕ∗i⟩ بودن مثبت از از آن در که

ضرب که نیستند σ و ρ های حالت برای ویژه های سازی خالص آن |Φ⟩ و |Ψ⟩ حالتِ بردارهای اینکه آن و است مهم نکته ی به توجه اینجا در

بدهد. بدست را σ و ρ های حالت تشابه شان داخل

کوانتوم کانال ی کیفیت ٨

تواند م خوب کوانتوم کانال این کند. ارسال مقصد به تغییری گونه هیچ بدون را کوانتوم های حالت که است آن خوب کوانتوم کانال ی

خود در را کوانتوم های حالت که کوانتوم حافظه ی اینکه یا شود م استفاده ها فوتون های حالت ارسال برای آن از که باشد نوری فیبر ی
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بنابراین چقدراست. آن خروج حالت و ورودی حالت فیدلیته ببینیم که است آن کوانتوم کانال ی کیفیت برای معیاری بنابراین دارد. م نگاه

کنیم: تعریف زیر صورت به را خروج و ورودی حالت ی تشابه بایست م نخست

Q(Λ, |ψ⟩) := F (|ψ⟩,Λ(|ψ⟩)). (١۵٣)

های حالت از بعض کانال ی که است ن مم دارد. کانال نوع به بستگ هم و ورودی حالت به بستگ هم عبارت این که است طبیع اما

های ورودی روی یا که است آن کوانتوم کانال کیفیت برای معیاری بنابراین کند. خراب ل ب را ر دی بعض ول کند منتقل سالم را کوانتوم

این کنند. م تولید را خروج و ورودی بین تشابه کمترین که هایی حالت یعن یریم ب نظر در را حالت بدترین اینکه یا یریم ب متوسط مختلف

رود: م کار به کانال ی کیفیت برای معیاری بعنوان که است دوم تعریف

Q(Λ) := min|ψ⟩F (|ψ⟩,Λ(|ψ⟩)). (١۵۴)

داریم: دلخواه حالت ی برای واقطبش: کانال کیفیت مثال: n

F (|ψ⟩,Λdep(|ψ⟩⟨ψ|)) =

√
⟨ψ|
(
p
I

2
+ (1− p)|ψ⟩⟨ψ|

)
|ψ⟩

=

√
1− p

2
. (١۵۵)

همه یعن است، p = 1 که وقت است. واقطبش کانال کیفیت مقدار همین بنابراین است ورودی حالت از مستقل آخری عبارت این

آید. م پایین 1
2 حد تا کانال کیفیت برود، بین از ورودی اطلاعات

داریم (١۵۴) تعریف از استفاده با فازبرگردان: کانال کیفیت مثال: n

Q(Λ) := min|ψ⟩F (|ψ⟩,Λ(|ψ⟩⟨ψ|)), (١۵۶)

آن در که

Λ(ρ) = pρ+ (1− p)ZρZ. (١۵٧)

شود م معلوم ساده محاسبه ی با

F (|ψ⟩,Λ(|ψ⟩⟨ψ|)) =
√
⟨ψ| (p|ψ⟩⟨ψ|+ (1− p)Z|ψ⟩⟨ψ|Z) |ψ⟩
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=
√
p+ (1− p)⟨ψ|Z|ψ⟩2. (١۵٨)

برای بنابراین است. صفر با برابر ⟨+|Z|+⟩ آن برای که |ψ⟩ = |+⟩ از است عبارت کند م تولید را فیدلیته مقدار کمترین که حالت

آوریم: م بدست فازبرگردان کانال

Q(ΛPhase−Flip) =
√
p. (١۵٩)

حالت کار این برای است. مثبت سوال این پاس آورد؟ بدست کیوبیت ی کوانتوم کانال ی کیفیت برای کل ای رابطه توان م آیا

نویسیم: م زیر ل ش به را ورودی خالص

|ψ⟩⟨ψ| = 1

2
(I + n · σ) (١۶٠)

تبدیل ی با بلوخ بردار که است آن حالت چنین روی کوانتوم کانال ی اثر که دانیم م است. بلوخ کره سط روی ه ی بردار ی n آن در که

یعن کند، م تغییر آفین

n −→ r =Mn+ t. (١۶١)

داریم: بنابراین است. مربع ماتریس ی صورت به M و ستون بردارهای صورت به t و n رابطه این در

Q(Λ) = Tr(|ψ⟩⟨ψ|Λ(|ψ⟩⟨ψ|)) = Tr(
1

2
(I + n · σ)1

2
(I + r · σ)) (١۶٢)

پاوول های ماتریس خواص به توجه با و

Q(Λ) =
1

2
(1 + n · r) = 1

2
(1 + nT (Mn+ t)) (١۶٣)

کمترین تا گرفت M بردار ویژه بایست م را n ستون بردار صورت این در است. صفر با برابر t که دانیم م باشد، (یونیتال) ان ی کانال اگر

با: است برابر نهایی پاس نتیجه در بیاید. بدست تشابه مقدار

Q(Λ) =
1

2
(1 + λmin) (١۶۴)

است. M ماتریس مقدار ویژه ترین کوچ λmin آن در که

۴٣



پیدا را عبارت این دقیق محاسبه ی با شد؟ خواهد زین جای عبارت چه با (١۶۴) عبارت نباشد، یونیتال کانال اگر تمرین: n

کنید.

خالص حالت ی الزاما کوانتوم کانال ی ورودی عمل در زیرا ایم، گرفته خالص حالت ی را کانال ورودی چرا بپرسیم است ن مم

بنابراین شود م آن مقدار افزایش باعث کردن مخلوط همیشه تابع چنین برای که دیدیم است. نهفته تشابه تابع تحدب خاصیت در پاس نیست.

حالت ی ورودی حالت که کنید فرض تر صریح عبارت به باشیم. خالص حالت ی جستجوی در باید کنیم پیدا را تابع کمینه خواهیم م اگر

داریم: گیریم. م نظر در را آن آنزامبل تجزیه ی باشد. آمیخته

F (ρ,Λ(ρ)) = F (

n∑
i=1

λi|i⟩⟨i|,
∑
i

λiΛ(|i⟩⟨i|)) (١۶۵)

آوریم: م بدست (١۴٨) رابطه از

F (ρ,Λ(ρ)) = F (

n∑
i=1

λi|i⟩⟨i|,
∑
i

λiΛ(|i⟩⟨i|))

≥ (
∑
i

λi)F (|i0⟩⟨i0|,Λ(|i0⟩⟨i0|)) = F (|i0⟩⟨i0|,Λ(|i0⟩⟨i0|)), (١۶۶)

حتما آمیخته حالت هر ازای به بنابراین است. کرده تولید را فیدلیته مقدار کمترین آنزامبل تجزیه این در که است خالص حالت |i0⟩ آن در که

کند. م تولید را کمتری فیدلیته که دارد وجود خالص حالت ی

کنید. حساب را آن کیفیت و یرید ب نظر در ها کیوبیت برای را دامنه میراکننده کانال تمرین: n

کنید. محاسبه ها کیوبیت برای را فاز میراکننده کانال کیفیت تمرین: n

تنیدگ درهم تشابه ٩

قرار |Ψ⟩AB مثل تنیده درهم حالت ی در بخش دو این دهد. م نشان شده یل تش B و A بخش دو از که را بخش دو سیستم ی (٧) ل ش

این بفهمیم که است این ما هدف دهیم. م قرار Λ کوانتوم کانال ی تاثیر تحت را A سیستم حال دارد. قرار ρ حالتِ در A سیستم دارند.
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B

<latexit sha1_base64="JTo/7AdMCdi7IaU6Db9p/A+f60I=">AAACJHicbZDNSsNAEMc39atGq60evQSL4KkkItRjqRePLdgPaEvZbCfp0s1u2N0oJfQJvOor+DTexIMXn8VNm4NtHRj485sZZubvx4wq7brfVmFnd2//oHhoHx2XTk7LlbOuEokk0CGCCdn3sQJGOXQ01Qz6sQQc+Qx6/uw+q/eeQCoq+KOexzCKcMhpQAnWBrWb43LVrbnLcLaFl4sqyqM1rlil4USQJAKuCcNKDTw31qMUS00Jg4U9TBTEmMxwCAMjOY5AjdLlpQvnypCJEwhpkmtnSf9OpDhSah75pjPCeqo2axn8rzZIdHA3SimPEw2crBYFCXO0cLK3nQmVQDSbG4GJpOZWh0yxxEQbc+zhBIKhxKlJHi6fyAAzgK0BYYDgoaThVGMpxfPCNgZ6m3Zti+5Nzbut1du31UYzt7KILtAlukYeqqMGekAt1EEEAXpBr+jNerc+rE/ra9VasPKZc7QW1s8vX7+kaA==</latexit>

B

<latexit sha1_base64="JTo/7AdMCdi7IaU6Db9p/A+f60I=">AAACJHicbZDNSsNAEMc39atGq60evQSL4KkkItRjqRePLdgPaEvZbCfp0s1u2N0oJfQJvOor+DTexIMXn8VNm4NtHRj485sZZubvx4wq7brfVmFnd2//oHhoHx2XTk7LlbOuEokk0CGCCdn3sQJGOXQ01Qz6sQQc+Qx6/uw+q/eeQCoq+KOexzCKcMhpQAnWBrWb43LVrbnLcLaFl4sqyqM1rlil4USQJAKuCcNKDTw31qMUS00Jg4U9TBTEmMxwCAMjOY5AjdLlpQvnypCJEwhpkmtnSf9OpDhSah75pjPCeqo2axn8rzZIdHA3SimPEw2crBYFCXO0cLK3nQmVQDSbG4GJpOZWh0yxxEQbc+zhBIKhxKlJHi6fyAAzgK0BYYDgoaThVGMpxfPCNgZ6m3Zti+5Nzbut1du31UYzt7KILtAlukYeqqMGekAt1EEEAXpBr+jNerc+rE/ra9VasPKZc7QW1s8vX7+kaA==</latexit>

A

<latexit sha1_base64="RgAfj5izH3C+nwCEV+npnBRCmME=">AAACJHicbZDNSsNAEMc39atWq60evQSL4KkkUqjHqhePLdgPaEPZbCbp0s1u2N0oJfQJvOor+DTexIMXn8Vtm4O2Dgz8+c0MM/P3E0aVdpwvq7C1vbO7V9wvHRyWj44r1ZOeEqkk0CWCCTnwsQJGOXQ11QwGiQQc+wz6/vRuUe8/glRU8Ac9S8CLccRpSAnWBnVuxpWaU3eWYW8KNxc1lEd7XLXKo0CQNAauCcNKDV0n0V6GpaaEwbw0ShUkmExxBEMjOY5Bedny0rl9YUhgh0Ka5Npe0t8TGY6VmsW+6Yyxnqj12gL+VxumOrz2MsqTVAMnq0Vhymwt7MXbdkAlEM1mRmAiqbnVJhMsMdHGnNIogHAkcWaSR8snFoAZwP4AYYDgkaTRRGMpxdO8ZAx01+3aFL2rutuoNzuNWus2t7KIztA5ukQuaqIWukdt1EUEAXpGL+jVerPerQ/rc9VasPKZU/QnrO8fXf+kZw==</latexit>

A

<latexit sha1_base64="RgAfj5izH3C+nwCEV+npnBRCmME=">AAACJHicbZDNSsNAEMc39atWq60evQSL4KkkUqjHqhePLdgPaEPZbCbp0s1u2N0oJfQJvOor+DTexIMXn8Vtm4O2Dgz8+c0MM/P3E0aVdpwvq7C1vbO7V9wvHRyWj44r1ZOeEqkk0CWCCTnwsQJGOXQ11QwGiQQc+wz6/vRuUe8/glRU8Ac9S8CLccRpSAnWBnVuxpWaU3eWYW8KNxc1lEd7XLXKo0CQNAauCcNKDV0n0V6GpaaEwbw0ShUkmExxBEMjOY5Bedny0rl9YUhgh0Ka5Npe0t8TGY6VmsW+6Yyxnqj12gL+VxumOrz2MsqTVAMnq0Vhymwt7MXbdkAlEM1mRmAiqbnVJhMsMdHGnNIogHAkcWaSR8snFoAZwP4AYYDgkaTRRGMpxdO8ZAx01+3aFL2rutuoNzuNWus2t7KIztA5ukQuaqIWukdt1EUEAXpGL+jVerPerQ/rc9VasPKZU/QnrO8fXf+kZw==</latexit>

⇢

<latexit sha1_base64="ymOpMQ49CX8mw7fReE5J1fnoj/k="></latexit>

| iAB

<latexit sha1_base64="H2m0C2EKUvyIW5kXQkFP1MBKZ24=">AAACMHicbZDNTgIxFIU7+IcoCrp000hMXJEZQ4JLxI1LTOQnYSakUzpDQ6cd246GjPMcbvUVfBpdGbc+hWVgoeBJbnLy3XvT2+PHjCpt2x9WYWNza3unuFva2y8fHFaqRz0lEolJFwsm5MBHijDKSVdTzcgglgRFPiN9f3o97/cfiFRU8Ds9i4kXoZDTgGKkDfKe3I6irkSj9KqdjSo1u27nguvGWZoaWKozqlpldyxwEhGuMUNKDR071l6KpKaYkazkJorECE9RSIbGchQR5aX51Rk8M2QMAyFNcQ1z+nsjRZFSs8g3kxHSE7Xam8P/esNEB5deSnmcaMLx4qEgYVALOI8AjqkkWLOZMQhLam6FeIIkwtoEVXLHJDCJpKZ4mH9iDpgB7A8QBggeShpONJJSPGYlE6CzGte66V3UnUa9eduotdrLKIvgBJyCc+CAJmiBG9ABXYDBPXgGL+DVerPerU/razFasJY7x+CPrO8foJapqw==</latexit>

EA(| iAB h |)

<latexit sha1_base64="o+ECih0ZvgMC/KyTGJ0Sw4Hz/20="></latexit>

EA

<latexit sha1_base64="B3hqMVnFg9aY4vbXrDbKz4OY0EI=">AAACMHicbZDLSsNAFIYnXmu9VpduBovgqiRSqEsvCC4rWC00oZxMJ+ngZCbOTJQS8hxu9RV8Gl2JW5/CadqFtf5w4Oc75zBn/jDlTBvX/XAWFpeWV1Yra9X1jc2t7Z3a7q2WmSK0QySXqhuCppwJ2jHMcNpNFYUk5PQuvL8Y9+8eqdJMihszSmmQQCxYxAgYi4LcJ8DxZdHP+2dFf6fuNtxSeN54U1NHU7X7NWfTH0iSJVQYwkHrnuemJshBGUY4Lap+pmkK5B5i2rNWQEJ1kJdXF/jQkgGOpLIlDC7p740cEq1HSWgnEzBD/bc3hv/1epmJToKciTQzVJDJQ1HGsZF4HAEeMEWJ4SNrgChmb8VkCAqIsUFV/QGNfAW5LRGXnxgDbgGfAdICKWLF4qEBpeRTUbUBen/jmje3xw2v2WhdN+un59MoK2gfHaAj5KEWOkVXqI06iKAH9Ixe0Kvz5rw7n87XZHTBme7soRk53z9QE6l+</latexit>

دهد. م تغییر محیط با را سیستم آن تنیدگ درهم میزان سیستم ی روی کوانتوم کانال ی اثر :٧ ل ش

میزان که است این ما هدف گذارد. م اثر B و A قسمتِ دو تنیدگ درهم روی مقدار چه کند م اثر |Ψ⟩AB حالت از قسمت تنها روی که کانال

کنیم: م اشمیت تجزیه را |Ψ⟩ حالت کنیم. مقایسه آن از بعد با کانال اثر از قبل B با را A سیستم تنیدگ درهم شباهت

|Ψ⟩ =
∑
i

√
pi|i, ai⟩.

است: زیر کمیت کنیم محاسبه خواهیم م که آنچه

Ef (ρ,Λ) := ⟨Ψ|

(
(Λ⊗ I)|Ψ⟩⟨Ψ|

)
|Ψ⟩. (١۶٧)

تنیدگ هم در تشابه این دهد م نشان که دهیم م انجام اکنون که است ای محاسبه نتیجه واق در ایم کرده پیدا چپ سمت عبارت برای که نمادی

نویسیم: م سرراست محاسبه کم با حال ندارد. بستگ AB سیستم کل حالت به و دارد بستگ ρ زیرسیستم حالت به واق در

(Λ⊗ I)|Ψ⟩⟨Ψ| =
∑
i,j

√
pipjΛ(|i⟩⟨j|)⊗ |ai⟩⟨aj |. (١۶٨)

رسیم: م زیر رابطه به هم بر |ai⟩ های حالت تعامد از استفاده با نتیجه در

Ef (ρ,Λ) =
∑
i,j

pipj⟨i|Λ(|i⟩⟨j|)|j⟩ (١۶٩)
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توجه با و ρ =
∑
i pi|i⟩⟨i| که این به توجه با زیرا نوشت،  A سیستم فقط حالت حسب بر کاملا توان م را کمیت این که است این مهم نکته اما

بنویسیم: توانیم م Λ(ρ) =
∑
mKmρK

†
m کانال برای کراوس نمایش به

Ef (ρ,Λ) =
∑
i,j

pipj⟨i|Λ|i⟩⟨j|j⟩ =
∑
m

Km⟨i|Km|i⟩⟨j|K†
m|j⟩

=
∑
m

tr(Kmρ)tr(K
†
mρ) =

∑
m

|tr(Kmρ)|2. (١٧٠)

کمیت توانیم م دلیل همین به .AB سیستم کل حالت به نه و دارد بستگ A بخش زیر حالت به تنها تنیدگ درهم تشابه که بینیم م ترتیب این به

ایم: داده نشان بنابراین دهیم. نشان Ef (ρ,Λ) با را F

Ef (ρ,Λ) =

(
|Ψ⟩

AB
,ΛA(|Ψ⟩

AB
⟨Ψ|)

)
=
∑
m

tr(Kmρ)tr(K
†
mρ) =

∑
m

|tr(Kmρ)|2 = Ef (ρ). (١٧١)

ندارد. کنیم م انتخاب کانال برای که کراوس نمایش نوع به بستگ تنیدگ درهم تشابه که دهید نشان تمرین: n

مقایسه باهم و کنید پیدا واقطبش و برگردان فاز برگردان، بیت های کانال و دلخواه حالت ی برای را تنیدگ درهم تشابه تمرین: n

کنید.

و تعریف چند به نیاز بفهمیم، را مشابه های سوال و سوال این پاس اینکه برای دارد؟ ری دی فایده چه تنیدگ درهم تشابه پرسیم م خود از حال

داریم. کوچ قضیه

یعن است. مقعر تابع ی Ef (ρ,Λ) تابع لم: n

Ef (
∑
i

λiρi,Λ) ≤
∑
i

λiEf (ρi,Λ). (١٧٢)

کنیم. تعریف زیر صورت به جدید تابع ی که است کاف خاصیت این اثبات برای اثبات: n

f(x) := Ef (xρ1 + (1− x)ρ2) =
∑
m

|tr(Km(xρ1 + (1− x)ρ2))|2

است.) خواننده برعهده محاسبه (این شود: م محاسبه راحت به تابع این دوم مشتق

f”(x) =
∑
m

tr(|(ρ1 − ρ2)Km|2) ≥ 0. (١٧٣)
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داریم نتیجه در است. مقعر تابع ی تابع این بنابراین،

f(λ) ≤ (1− λ)f(0) + λf(1).

آوریم: م بدست f(x) تابع تعریف به توجه با

Ef (λρ1 + (1− λ)ρ2,Λ) ≤ λEf (ρ1,Λ) + (1− λ)Ef (ρ2,Λ). (١٧۴)

رسیم. م (١٧٢) به رابطه این تعمیم با

حالت، ترین مخلوط اما است. کمتر ر دی های حالت همه از شان تنیدگ درهم تشابه ها حالت ترین مخلوط که دهد م نشان خاصیت این

است. بوده ماکزیمال تنیده درهم حالت ی ψAB اولیه حالت که است این معنای به ρA برای حالت این است. Id یعن مخلوط بیشسینه حالت

م قرار کانال ی تاثیر تحت آنها از بخش ی که وقت ، تنیدگ درهم بیشترین با های حالت که گوید م شهودی نظر از نتیجه این بنابراین،

ماکزیمال تنیده درهم های حالت ر دی عبارت به است. کمتری مقدار کانال اثر از قبل حالت با آنها شباهت و بینند م را آسیب بیشترین گیرند،

دارند. را نندگ ش میزان بیشترین

بدست که آنچه با ای رابطه چه خروج و ورودی بین آمده بدست تشابه بفرستیم، Λ کانال به مستقیما را ρ حالت خود اگر که پرسیم م حال

نشان F (ρ,Λ(ρ)) با را آن که گیریم م اندازه را خروج و ورودی تشابه و فرستیم م کانال به مستقیما را ρ حالت بار ی واق در دارد؟ آوردیم

دو این خواهیم م کنیم. م محاسبه Λ⊗ IB کانالِ به ورود از بعد و قبل را |ψAB⟩ ی تنیده درهم های حالت تشابه هم ر دی بار ی و دهیم م

Ef (ρ,Λ) محاسبه اما نیست. آسان هستند مخلوط حالت دو هر آنکه دلیل به F (ρ,Λ(ρ)) مستقیم محاسبه که است این نکته کنیم. مقایسه باهم را

است: شده بیان بعدی قضیه در رابطه این است. آسان دیدیم که آنچنان

داریم: را زیر رابطه ر دی عبارت به است. بیشتر Ef (ρ,Λ) از Λ کانال خروج و ورودی حالت تشابه ρ دلخواه حالت هر ازای به قضیه: n

Ef (ρ,Λ) ≤ F (ρ,Λ(ρ)). (١٧۵)

استفاده آن از که کانال مورد این در . کنیم م استفاده شود م زیاد همواره کانال ی تحت ها حالت تشابه که خاصیت این از اثبات: n

است: TrB کانال یعن جزیی رد کانالِ کنیم، م

Tr
B
: |Ψ⟩⟨Ψ| −→ ρ. (١٧۶)
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یعن گیریم. م نظر در ρ ی شده سازی خالص عنوان به را |Ψ⟩ حالت

ρ = TrB |Ψ⟩⟨Ψ|. (١٧٧)

نویسیم: م بنابراین

F (ρ,Λ(ρ)) = F
(
TrB |Ψ⟩⟨Ψ|,Λ(TrB |Ψ⟩⟨Ψ|)

)
. (١٧٨)

که کنیم م استفاده نکته این از حال

Λ(TrB(|Ψ⟩⟨Ψ|)) = TrB(Λ⊗ I)(|Ψ⟩⟨Ψ|) (١٧٩)

آید: م در زیر ل ش به بالا رابطه نتیجه در و

F (ρ,Λ(ρ)) = F
(
TrB |Ψ⟩⟨Ψ|, T rB(Λ⊗ I)|Ψ⟩⟨Ψ|

)
. (١٨٠)

افزایش تشابه ری، دی کانال هر مثل کانال، این تاثیر تحت و کند م عمل کانال ی مثل TrB که کنیم م استفاده موضوع این از حال

شود: م اضافه بالا رابطه راست سمت به نامساوی ی بنابراین یابد. م

F
(
|Ψ⟩⟨Ψ|,Λ|Ψ⟩⟨Ψ|

)
≤ F

(
TrB |Ψ⟩⟨Ψ|, T rB(Λ⊗ I)|Ψ⟩⟨Ψ|

)
= F (ρ,Λ(ρ)). (١٨١)

کردیم: ثابت بنابراین Ef (ρ,Λ). جز نیست چیزی تساوی این راست سمت عبارت آخرین اما

Ef (ρ,Λ) ≤ F (ρ,Λ(ρ)). (١٨٢)

م خارج کانال از که وقت حالت همان با کانال اثر از قبل را کل حالت ی تشابه خواهیم م اوقات از بسیاری دارد؟ اهمیت چه نامساوی این

صورت به بالا ابعاد در و است ل مش بسیار تشابه این محاسبه هستند، آمیخته حالت دو هر که آنجا از کنیم. حساب را F (ρ,Λ(ρ)) یعن شود،

یعن تنیدگ درهم تشابه محاسبه زیرا کنیم، پیدا تشابه این برای پایین حد ی که دهد م را ان ام این ما به بالا رابطه است. ن غیرمم تحلیل

نم معین مقدار ی از کند م عبور کانال از که وقت با حالت ی تشابه دهیم نشان که این است. آسان (١٧٠) رابطه به توجه با Ef (ρ,Λ)

است. مهم خیل کار شود، کمتر تواند
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برای کانال ی خروج و ورودی تشابه متوسط به که آید م پیش اوقات اغلب اما ایم. کرده ثابت ورودی حالت ی باره در را قضیه این

pi و ورودی حالت ρi آن در که باشیم، داشته S = {pi, ρi} مثل ها حالت از آنزامبل ی که کنید فرض داریم. نیاز ها حالت از مجموعه ی

است:  زیر کمیت محاسبه خواهیم م که آنچه بنابراین است. کانال به ورود برای ورودی حالت آن انتخاب احتمال

∑
i

piF (ρi,Λ(ρi)). (١٨٣)

نویسیم: م و کنیم م استفاده (١٨٢) نامساوی و تعریف این از حال

∑
i

piEf (ρi,Λ) ≤
∑
i

piF (ρi,Λ(ρi)) (١٨۴)

رسیم: م زیر رابطه به و کنیم م استفاده تنیدگ درهم تشابه تقعر خاصیت از نیز بعد قدم در و

Ef (
∑
i

piρi,Λ) ≤
∑
i

piEf (ρi,Λ) ≤
∑
i

piF (ρi,Λ(ρi)) (١٨۵)

از: است عبارت نهایی نتیجه

Ef (
∑
i

piρi,Λ) ≤
∑
i

piF (ρi,Λ(ρi)). (١٨۶)

است. بیشتر ρ =
∑
i piρi یعن متوسط حالت برای تنیدگ درهم تشابه از خروج و ورودی های حالت تشابه متوسط که گوید م آخر رابطه این

شباهت و فاصله رابطه ٩ . ١

طبیع خیل دورند، هم از چقدر حالت دو این که دهد م نشان فاصله و اند نزدی هم به چقدر کوانتوم حالت دو که دهد م نشان شباهت اگر

D(ρ, σ) = 1−F (ρ, σ) ل ش به ساده خیل را فاصله چرا کنیم سوال است ن مم مثلا باشد. داشته وجود ساده رابطه ی دو این بین که است

چیزی که چرا نیست سرراست و ساده اخیر رابطه مثل چندان هم آنها تعریف البته که شوند م تعریف هایی فاصله چنین واق در کنیم. نم تعریف

این از تا دو زیر در دارند. را خود ویژه خواص هرکدام کند. صدق مثلث نامساوی بخصوص و فاصله خواص در بایست م کنیم م تعریف که را

شوند: م تعریف چنین و شوند م نامیده ١٢ بورِس های فاصله ها، فاصله این دوی هر کنیم. م معرف را ها فاصله

Bures Distance١٢
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n

Db(ρ, σ) :=
√

1− F 2(ρ, σ) (١٨٧)

و

n

D(ρ, σ) := cos−1(F (ρ, σ)). (١٨٨)

هستند: سرراست و ساده زیر دوم و اول روابط کاویم. م را دوم فاصله خواص ادامه در

D(ρ, ρ) = 0 , if D(ρ, σ) = 0 −→ F (ρ, σ) = 1, −→ ρ = σ,

0 ≤ D(ρ, σ) ≤ 1

D(ρ, γ) ≤ D(ρ, σ) +D(σ, γ). (١٨٩)

که دانیم م یولمان قضیه بنابر باشد. ρ حالت از سازی خالص ی |ϕ⟩ که کنید فرض کرد. ثابت توان م یولمان قضیه از استفاده با را سوم رابطه

F (ρ, σ) =Maxψ|⟨ϕ|ψ⟩| (١٩٠)

و شود م گرفته نظر در ها حالت از ی از دلخواه سازی خالص ی قضیه این در که کنید دقت است. σ از سازی خالص ی |ψ⟩ آن در که

نظر در σ حالت از دلخواه سازی خالص ی قضیه این از استفاده با حال شود. م محاسبه ر دی حالت های سازی خالص همه روی بیشینه سپس

کنند: م برقرار یولمان قضیه بر بنا را زیر های تساوی که هستند هایی حالت |χ⟩ و |ψ⟩ های حالت دهیم. م نشان |ϕ⟩ با را حالت این گیریم. م

F (ρ, σ) = ⟨ϕ|ψ⟩

F (σ, γ) = ⟨ψ|χ⟩. (١٩١)

(٨) ل ش به توجه با که این اول نکته کنیم. م توجه نکته دو به حال

cos−1⟨ϕ, χ⟩ ≤ cos−1⟨ϕ, ψ⟩+ cos−1⟨ψ, χ⟩ = cos−1 F (ρ, σ) + cos−1 F (σ, γ), (١٩٢)

یولمان قضیه به توجه با اینکه دوم و

F (ρ, γ) ≥ ⟨ϕ|χ⟩.
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برقرار cos−1⟨ϕ, χ⟩ ≤ cos−1⟨ϕ, ψ⟩+cos−1⟨ψ, χ⟩ رابطه هستند، کره روی های طول با متناسب بردارها بین های زاویه که آنجا از :٨ ل ش

است.

گیریم م نتیجه آخر رابطه این از کسینوس تابع بودن نزول به توجه با اما

cos−1 F (ρ, γ) ≤ cos−1⟨ϕ|χ⟩. (١٩٣)

رسیم: م نهایی نتیجه به آخر رابطه دو این ترکیب با

cos−1 F (ρ, γ) ≤ F (ρ, σ) + cos−1 F (σ, γ),

است. برقرار فاصله این برای مثلث نامساوی یعن
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مختلف های فاصله بین رابطه ٩ . ٢

بافرایند باشد. |b⟩ ری دی و |a⟩ حالات این از ی که کنید فرض موضوع این فهم برای معادلند. فیدلیته و رد فاصله خالص های حالت برای

صورت دراین .|b⟩ = cos θ|0⟩+ sin θ|1⟩ و |a⟩ = |0⟩ که نحوی به کنیم پیدام متعامد حالت دو گرام‐اشمیت

F (|a⟩, |b⟩) = | cos θ|. (١٩۴)

D(|a⟩, |b⟩) =
1

2
tr |

 1− cos2 θ − cos θ sin θ

− cos θ sin θ − sin2 θ

 |

= | sin θ |=
√

1− F (|a⟩, |b⟩)2. (١٩۵)

آمیخته های حالت برای و کنیم م استفاده فاصله تحدب های خاصیت از حال است. فیدلیته از تابع رد فاصله خالص های حالت برای بنابراین،

دهیم: م قرار که ترتیب این به آوریم. م بدست نامساوی ی

D(ρ, σ) ≤ D(|ψ⟩, |ϕ⟩) =
√
1− F (ρ, σ)2. (١٩۶)

م توجه زیر نامساوی به اثبات برای آوریم. م بدست پایین حد ی حال آوردیم. بدست دلخواه حالت دو فاصله برای بالا حد ی بنابراین

بنویسیم: توانیم م صورت این در هستند. کلاسی احتمال توزیع تابع دو {qm} و {pm} که کنید فرض کنیم.

∑
m

(
√
pm −√

qm)2 =
∑
m

pm + qm − 2
∑
m

√
pmqm = 2(1− F ). (١٩٧)

داریم ر دی طرف از

∑
m

(
√
pm −√

qm)2 ≤
∑
m

|√pm −√
qm||√pm +

√
qm| =

∑
m

|pm − qm|

=
∑
m

|tr(ρEm)− tr(σEm)| ≤ D(ρ, σ). (١٩٨)

م بدست فیدلیته برحسب فاصله برای پایین و بالا حد ی که رسیم م زیر رابطه به کنیم ترکیب ایم آورده بدست که را هایی نامساوی هرگاه

دهد:

2(1− F (ρ, σ)) ≤ D(ρ, σ) ≤
√
1− F 2(ρ, σ). (١٩٩)

۵٢



ها مسئله ١٠

ندارد. کنون درس به مستقیم ربط و است مربوط ها گیری اندازه به بیشتر مسئله این n

حالتِ دو

ρ =
1

3
|0⟩⟨0|+ 2

3
|1⟩⟨1| (٢٠٠)

و

ψ =
1√
3
|0⟩+

√
2√
3
|1⟩ (٢٠١)

های المان با POVM گیری اندازه ی یرید. ب نظر در را

E0 = a|0⟩⟨0|+ b|0⟩⟨1|+ c|1⟩⟨0|+ d|1⟩⟨1|, E1 = I − E0 (٢٠٢)

برساند. حداقل به حالت دو این بین را خطا تشخیص ان ام که کنید طراح چنان

یرید: ب نظر در را زیر کیوبیت دو حالت دو n

ρ̂ =
1

4
(I +

3∑
i=1

riσi ⊗ σi) σ̂ =
1

4
(I +

3∑
i=1

siσi ⊗ σi). (٢٠٣)

کنید. حساب هم با را آنها شباهت چنین هم و حالت دو این فاصله

نوشت: و برداشت را مطلق قدر توان م احتمال توزیع دو بین فاصله به مربوط قضیه در که دهید نشان n

D(p, q) = maxS(p(S)− q(S)) = maxS

(∑
x∈S

px −
∑
x∈S

qx

)
. (٢٠۴)

کنید: محاسبه را زیر حالت دو بین ١٣ رد فاصله n

ρ =
3

4
|0⟩⟨0|+ 1

4
|1⟩⟨1|, σ =

2

3
|+⟩⟨+|+ 1

3
|−⟩⟨−|. (٢٠۵)

distance trace١٣
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است: زیر تقعر خاصیت دارای رد فاصله که دهید نشان n

D(
∑
i

piρi, σ) ≤
∑
i

piD(ρi, σ). (٢٠۶)

زیرمجموعه ی روی که f : H −→ H مثل ای پیوسته تابع هر کند م ثابت که است آنالیز در ای قضیه ١۴ براور ثابت نقطه قضیه n

قسم به دارد وجود مجموعه زیر آن در x مثل ای نقطه یعن است، ثابت نقطه ی دارای باشد، شده تعریف هیلبرت فضای ی از محدب

یعن دارد ناوردا حالت ی ‐نگهدار رد کوانتوم کانال هر که دهید نشان و کنید استفاده قضیه این از f(x) = x. که

∃ ρ | Λ(ρ) = ρ.

نوع این .D(Λ(ρ),Λ(σ)) < D(ρ, σ) یعن کند، م کم اکیدا را ها فاصله که است رد‐نگهدار کوانتوم کانال ی Λ که کنید فرض n

دارد. ثابت نقطه ی حتما کانال این که دهید نشان شوند. م نامیده ١۵ انقباض اکیداً ها، کانال

کند: م عمل زیر صورت به که است رد‐نگهدار کوانتوم کانال ی Λ که کنید فرض n

Λ(ρ) = pρ0 + (1− p)Λ′(ρ) 0 < p ≤ 1. (٢٠٧)

را Λ′ کانال (1− p) احتمال با و کند م زین جای ρ0 ثابت حالت ی با صفر غیر احتمال ی با را ρ حالت کانال این ر دی عبارت به

دارد. ثابت نقطه ی نتیجه در و است انقباض اکیدا کانال ی Λ کانال که دهید نشان دهد. م اثر آن روی

که دهید نشان n

F (ρ, σ) =Max|ϕ⟩(|⟨ψ|ϕ⟩|)

است. σ های سازی خالص همه روی ماکزیمم و است ρ از مشخص سازی خالص ی |ψ⟩ آن در که

کنید: ثابت را زیر نامساوی n

1− F 2(ψ, σ) ≤ D(|ψ⟩, σ). (٢٠٨)

شود: م تعریف زیر صورت به که است کانال ی ورودی و خروج متوسط تشابه محاسبه نیز کانال ی اثر گیری اندازه برای راه ی n

F (Λ) :=

∫
dψF

(
|ψ⟩,Λ(|ψ⟩⟨ψ|)

)
(٢٠٩)

Brower’s Fixed Point Theorem١۴

Strictly Contractive١۵
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با حالت آن کردن مخلوط با تواند م حالت ی خلوص که دهید نشان شود. م تعریف F (ρ) := Tr(ρ2) رابطه با حالت ی خلوص n

کنید. ارایه مشخص مثال یابد. افزایش ر دی حالت ی

Tr(ρE) ̸= Tr(ρ′E) که نحوی به دارد وجود E مثبت ر عمل ی حتما که دهید نشان باشند. متفاوت حالت دو ρ′ و ρ که کنید فرض n

داد. تمیز هم از را متفاوت های حالت بتوان آن کم به که دارد وجود ای گیری اندازه ی حتما که معناست این به نتیجه این باشد.

که دهید نشان نخست n

|x− y| ≥ (
√
x−√

y)2, (٢١٠)

که دهید نشان سپس

d1(p, q) ≥ d22(p, q). (٢١١)

هستند: احتمال توزیع تابع دو بین فاصله برای تعریف نوع دو d2 و d1 اینجا در

d1(p, q) :=
1

2

∑
i

|pi − qi|, (٢١٢)

و

d2(p, q) :=

√
1−

∑
i

√
piqi. (٢١٣)

دارد. نام احتمال توزیع تابع دو بین ١٧ دوم و ١۶ وردش فاصله اول

Variational Distance١۶

Helinger Distance١٧
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ی ضمیمه ١١

خاصیت دارای خود، تعریف دامنه در x2 و x1 مقدار دو هر ازای به اگر شود م نامیده ١٨ محدب f متغیره ی و حقیق تابع تعریف:  n

باشد: زیر

f(x1 + (1− λ)x2) ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2). (٢١۴)

کند. م صدق d2

dx2 f(x) ≥ 0 رابطه در خود تعریف حوزه تمام در تابع چنین است. شده داده نشان ٩ ل ش در محدب تابع ی

x
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ماتریس از اگرتابع بنابراین رویم. م تابع بیشینه سمت به کنیم مخلوط هم با را متغیرهایش اگر که است این محدب تابع ی خاصیت :٩ ل ش

است. خالص کاملا حالت ی آن کمینه و آمیخته کاملا حالت ی تابع این بیشینه که هستیم مطمئن باشد، محدب که باشیم داشته ال چ های

باشد: زیر خاصیت دارای خود، تعریف دامنه در x2 و x1 مقدار دو هر ازای به اگر شود م نامیده ١٩ مقعر f متغیره ی و حقیق تابع n

f(⟨x1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2). (٢١۵)

کند. م صدق d2

dx2 f(x) ≤ 0 رابطه در خود تعریف حوزه تمام در تابع چنین است. شده داده نشان ١٠ ل ش در مقعر تابع ی

Convex١٨

Concave١٩
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ماتریس از اگرتابع بنابراین رویم. م تابع کمینه سمت به کنیم مخلوط هم با را متغیرهایش اگر که است ین مقعر تابع ی خاصیت :١٠ ل ش

آمیخته کاملا حالت ی آن کمینه و خالص کاملا حالت ی تابع این بیشینه که هستیم مطمئن باشد، باشد مقعر که باشیم داشته ال چ های

است.

کند: م صدق زیر رابطه در xn تا x1 مقادیر از مجموعه هر ازای به مقعر تابع ی که دهید نشان تمرین:  n

f(
∑
i

λixi) ≤
∑
i

λif(xi), (٢١۶)

است. برقرار نیز محدب توابع برای مشابه رابطه است. ی با برابر آنها مجموع که هستند مثبت اعداد ها λi آن در که

دو ضمیمه ١٢

معیار این خوریم. م بر آن به زیاد کوانتوم اطلاعات نظریه در که شویم م آشنا برداری فضاهای در اندازه از جدید معیار ی با ضمیمه این در

است. ٢٠ شاتن اندازه جدید

Schatten Norm (p-norm)٢٠
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شود: م تعریف زیر صورت به مختلط بردار ی برای اندازه این p ∈ (1,∞) حقیق عدد هر ازای به .p ی اندازه یا شاتن: اندازه n

||v||p := (

n∑
i=1

|vi|p)
1
p (٢١٧)

داریم: p −→ ∞ ازای به شود. م نامیده ٢١ هیلبرت‐اشمیت اندازه یا اقلیدس اندازه همان اندازه این p = 2 ازای به

lim
p−→∞

||v||p = |vmax|, (٢١٨)

دارد. را اندازه بیشترین که است بردار از ای مولفه vmax آن در که

گویند. م هم l1 − norm یا ٢٢ تاکس راننده نرم واض دلایل به را نرم این باشد، p = 1 اگر

شود: م تعریف زیر صورت به واحد شعاع به دیس ی تمرین: n

Dp(1) := {v ∈ Rn | ||v||p ≤ 1.} (٢١٩)

کنید. رسم p = ∞ و p = 1, p = 2 برای را واحد شعاع به های دیس ل ش n = 2 ازای به یعن بعدی دو فضای در

خط جبر کتاب هر به توانید م آن اثبات (برای است. زیر ل ش به شوارتز کوش نامساوی از است تعمیم که هولدر نامساوی لم: n

کنید.) مراجعه

n∑
i=1

|xiyi| ≤ ||x||p||y||q,
1

p
+

1

q
= 1. (٢٢٠)

شود. م تعریف مشابه طریق به نیز رها عمل برای شاتن اندازه

که کنید فرض تعریف: n

T : H −→ H

شود: م تعریف زیر صورت به آن شاتن نرم صورت این در باشد. هیلبرت فضای ی روی بین متناه خط ر عمل ی

||T ||p :=
(
Tr(|T |p)

) 1
p = (

n∑
i=1

λpi )
1
p (٢٢١)

Hilbert-Schmidt٢١

Taxicab norm٢٢

۵٨



هستند.
√
T †T ر عمل مثبت مقادیر ویژه ها λi آن در که

ر عمل اندازه مثال: n

T =

 1 2

2 1


با: است برابر

||T ||p = (1 + 3p)
1
p

ر عمل اندازه و

T =

 1 2

3
√
6


با: است برابر

||T ||p =
(√

12 + 3
√
6
p

+

√
8 + 3

√
6
p) 1

p

.

داریم: خاص های حالت در

||T ||1 = Trace norm or l1norm

||T ||2 = Hilbert Schmidt Norm

||T ||∞ = Sup Norm = supx
||Tx||
||x||

, ||x|| = Euclidean or Hilbert Schmidt Norm of x. (٢٢٢)

برای را ها خاصیت این از بعض تواند م خواننده کنیم. م اشاره آنها از بعض به که دارد مهم خاصیت چند رها عمل برای شاتن اندازه

کند. اثبات خود

یعن است. نزول p است. ان ی ناوردای شاتن اندازه : ی

||UTV ||p = ||T ||p, ∀ U , V.

یعن است. نزول p حسب بر شاتن اندازه دو:

||T ||1 ≥ ||T ||p ≥ ||T ||p′ ≥ ||T ||∞, 1 ≥ p ≥ p′ ≥ ∞.
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کند م صدق زیر نامساوی در ر عمل دو هر ازای به سه:

||ST ||p ≤ ||S||p||T ||p

کند: م صدق نیز زیر نامساوی در شاتن اندازه هولدر نامساوی به توجه با چهار:

||ST ||1 ≤ ||S||p||T ||q
1

p
+

1

q
= 1.

: پن

||T ||p = ||T ∗||p = ||T t||p = ||T †||p.
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